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INTRODUCCIÓN 


Sobro la Leoría especial de la relatividad se han escrito 
ciontos de libros, desde libros rigurosamente científicos 
hasta libros de divulgación. Los han escrito físicos, matemá- 
ticos y filósofos. No son pocos los autores que no ban estado 
de acuerdo con las conclusiones de osta Looría, Lan extraña 
para una persona acostumbrada a la imagen del mundo físico 
creada con Jos trabajos de los físicos del siglo XIX. Los 
acontecimientos se dieron de tal manera que fue precisa- 
mente en la teoría de la relatividad donde cruzaron sus 69- 
padas los representantes de los mundos antiguo y moderno. 
En los años veinte en Alemania incluso se editó un libro con 
ua úítulo desafiante: «Cien autores on contra de la teoría 
de la relatividad». Los autores de estos libros intentaban 
encontrar errores en Ja teoría y reermplazarla por alguna otra 
no tan incomprensible según su opinión. Pero poto a poco 
las voces de los críticos empezaron a debilitarse, sus libros 
fueron olvidados y la teoría de la relatividad entró en nuestra 
vida. 

A las ideas y las fórmulas de la teoría de la rolatividad 
nosotros a veces les debemos cosas tan simples como, por 
ejemplo, el calor en nuestra casa. Las centrales eléctricas 
atómicas, las cuales pronto darán calor a las ciudades, gene- 
ran energía como resultado de la fisión de átomos de uranio, 
y esto es posible gracias a la famosa fórmula E =me?. Jin 
muchos laboratorios de investigación y fabriles del mundo 
trabajan aceleradores, cuyos proyectos están basados en las 
fórmulas de la mecánica de la teoría especial de la relati- 
vidad o, como se suele decir, de la mecánica relativista 
Ahora todo indica que la mecánica relativista dejó de ser 
una ciencia do los cientificos alejados de la práctica y que 
ha llegado a ser una ciencia casi «doméstica», 
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Cuando alguna rama de la ciencia alcanza su madurez se 
encuentran nuevos caminos para su exposición. Al describirla 
ño es necesario seguir el camino histórico, recordando todas 
las dificultades que se tuvieron que superar. Aunque también 
es cierta la antigna afirmación de que en la ciencia no hay 
un camino ereal», sin embargo, existen caminos más largos 
o más cortos. Nosotros trataremos de abordar la solución 
de los problemas de la teoría de la relatividad por el camino 
más corlo. Cuando se ercó la teoría de la relatividad este 
camino todavía no se había descubierto. Su descubrimiento 
está relacionado con los trabajos de Klein y Sommerlcld en 
Alemania, de Varichaka en Servia y dol brillante geómetra 
Kotélnikov, quien trabajó on Kazán. 

En Jos trabajos de estos físicos y matemáticos fue demos- 
trado que el mundo de la teoría especial do la relatividad, 
ol cual fue construido basándose en el postulado físico de la 
invariabílidad de Ja velocidad de Ja luz para cualesquiera 
observadores y fuentes móviles, coincide por sus propiedades 
con el mundo en el cual son ciertas las leyes de la geometría 
descubiería por el gran Lobachevski. La geomotría de Loba- 
chevski y la mecánica (más exactamente la cinemática) de 
Rinstein resultaron estar muy relacionadas una con la otra: 
la cinemática relativista resultó ser la realización exacta de 
la «geometría imaginaria», como llamó a su ercación Loba- 
chovski. 

Nosotros acabamos de decir «mundo de la tooría especial 
de Ja relatividad», éste no es un nombre completamente exac- 
to. Al docir «mundo» nosotros sobreentendomos espacio. 
Pero este no es el mundo, ni tampoco el espacio en el que 
vivimos y nos movemos, no es el espacio on el quo dotermi- 
namos la distancia «del punto Á al punto B». El puente que 
une la teoría de la relatividad y la geometría es el llamado 
espacio de velocidades. Sus puntos representan todos los 
sistemas de referencia posibles que se mueven en línea recta 
y uniformemente, y en calidad de medida del alejamiento 
de un punto con respecto a otro sirve la velocidad relativa 
de los sistemas correspondientes. En este espacio se tiene 
una geometría propia con sus rectas, ángulos. triángulos, con 
sus teoremas de senos y cosenos, etc. El carácter de esta 
geometría es determinado por la física, y concretamente, 
por la ley de Ja suma de las velocidades. Mientras las velo- 
cidades son pequeñas en comparación con la velocidad de la 
luz, los vectores de las velocidades se suman de la misma 
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manera que los vectores de los desplazamientos, y la geo- 
metría del espacio de velocidades será la misma que la geo- 
metría del espacio en el que nosotros vivimos, es decir, 
euclidiana. Pero en el campo de las velocidades grandes em- 
ieza una aritmética extraña: «cualquier velocidad + la vo- 
locidad de la luz = la velocidad de Ja luz», ¿acaso no es esto 
un absurdo? Y este «absurdo» postulado de la aritmética de 
las velocidades —el postulado de Einstein— nos lleva al 
igualmente «absurdo» postulado de la goometría del espacio 
de velocidades de Lobachevski: «por un punto dado fuera 
de una recta se pueden trazar no menos de dos rectas que no 
intersecan a la recta dada». ¡El espacio relativista do velo- 
cidades posee la gcometría de Lobachovski! 

Esta admirable conclusión es cl resultado de un camino 
bastante largo y no fácil, el cual Lenemos que rocorrer. La 
dificultad consiste en que el espacio de velocidades existo 
solamente en nuestra imaginación. no so Je puedo vor ni tocar 
con las manos. l'or eso, antes de umpezar a estudiar do lleno 
su geometría, vamos a hablar de algunas cosas que parecen 
estar alejadas de ésta (como en el capítulo 3, dedicado a los 
diferentes espacios y a sus proyecciones planas, los mapas) 
o demasiado simples y trivialos (como en el capítulo 1, donde 
se analiza el caso no relativista). Pero nosotros esporamos que 
cada ejemplo y cada analogía van a jugar su papel on sn 
momento adecuado y facilitarán al Joctor el acceso al mundo 
de las velocidades relativistas oculto a la vista, 

Estudiaremos este mundo armados de un léxico peculiar. 
Lste nos va a permitir transformar los problemas de la cine- 
mática on problemas puramente geométricos y resolverlos 
utilizando todo el arsenal de los teoremas geométricos. Para- 
lolamente obtendromos la mayoría de los resultados básicos 
de la teoría especial de la relatividad. Sin ombargo, hasta el 
último apartado, que es una especie de tributo a la Lradr 
ción, el lector no encontrará razonamientos sobro el espacio- 
-tiempo, las dimensiones, las longitudos y los relojes, por 
los cunles generalmente empieza cualquier libro sobre la 
teoría de la relatividad. Hemos decidido no escribir sobre la 
reducción de Jas longitudes, ni sobre la paradoja do los 
gemelos, ni sobre muchos otros sorprendentes efectos rolati- 
vistas. Sobre todo esto se ha escrito muchas veces. Pero 
teoría no es solamente una colección de hechos, sino que 
en grado no menor, o quizá mayor, im conjunto de métodos 
para su ubtención. Por eso, nosotros no hemos intentado 
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analizar la mayor cantidad posible de problemas, sino que 
hemos tratado de no dejor pasar la posibilidad de resolverlos 
por diferentes caminos. 

El espacio do velocidades funciona hien sobre todo en 
los problemas de colisiones, y es ésta una de las cansas que 
nos motivó a hablar sobre él. Sin exageración se puede decir 
que estos son los problemas físicos que se resuclven con mayor 
frecuencia. Diariamente en decenas do laboratorios dol mun- 
do, en Sérpujoy y Ginebra, en Dubná y Brookhaven, se 
procesan cientos de miles de experimentos de dispersión de 
partículas olementales de altas energías. Este es el único 
método para poder entender las leyes más profundas de la 
composición de la materia. Las energías se hacen cada vez 
más grandos y los 'strar sucesos cada 
voz más raros e interesantos do ela vida y la muerte» de 
las partículas clementales. Para elegir estos sucesos se hace 
necesario analizar ima cantidad enorme de datos experi- 
mentales, de fotografías y de Jectnras de los contadores, y 
cada vez se tieno que rosolver uno u otro problema de la 
cinomática de colisiones (ahora esto se hace, principalmente, 
con sistemas automáticos y ordenadores). 

Si la geometría no enclidiana uo hubiera sido creada en 
el siglo XIX, entonces probablemente habría silo descu- 
bierta al estudiar Ja cinemática de las partículas relativistas. 
La inteligencia dol hombre os tan poderosa que Jas idoas 
abstractas y los doscubrimientos aparecen mucho antes de 
encontrar aplicación. En esto radica la fuerza de la ciencia 
y on esto so basa la seguridad en la importancia primordial 
de las investigacionos fundamentales. 

Nuestro libro está igido a todos aquellos que 
quieran suber con todo detalle cómo de los postulados gene- 
rales de la teoría de la relatividad se deducen las fórmulas 
concretas de la cinemática relativista, y de paso conocer 
los fundamentos de la geometría de Lobachevski. El lector 
puede elegir la sccuencia de la lectura en dependencia de 
$u proparación y su gusto. Para los lectores suficientemente 
preparados tenemos reservada una ruta completamente corta: 
empieza en la sección 3.5 y se sigue inmediatamente en el 
cap. 8, dondo al mismo tiempo se deducen las fórmulas bási- 
cas de la teoría de la relatividad y de la geometría de Loba- 
chevski. Es posible que este camino le guste al lector y que 
así lo surja ol deseo de teer Lodo Jo demás. También hay otros 
dos caminos cortos: el lector que se interesa más por la parto 
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matemática del asunto puede omitir los caps. 5 y 7, y aquel 
para quien es más cercana la física y quien está listo para 
crecer de buena fe las fórmulas básicas de la geometría de 
id el cap. 4 (el más difícil en el sentido matemá- 
tico). 

Este libro surgió de Jas conferencias dadas a los escolares 
de los grados 9 y 10? de la escuela-internado de física y ma- 
temáticas No. 18 de la Universidad Estatal de Moscú en 
los años 1969—1970 y 1979—41980, y puede ser útil para el 
trabajo de las materias facultativas escolares de física y 
matemáticas. Con este fin al final de casi cada capítulo se 
han agregado algunos problemas para que el lector los resuel- 
va por su cuenta, los cuales amplían y profundizan el con- 
tenido dol Jibro, Para su lectura no son necesarios conoci- 
mientos que salen fuera de los límites de los programas esco- 
lares, estamos seguros de que lo podrá entender cualquier 
persona «ue se interese por la física y las matemáticas y, 
lo que es más importante, que se sienta capaz para trabajar 
on sorio con el fin de conocer algo nuevo y completamente 
singular. (Vale la pena remarcar por separado que on este 
Jibro juega wn papel muy importante la función exponencial 
y = é*. En los libros escolares ésta se define como la función 
exponencial, enya derivada para z = 0 es igual a 4. En la 
teoría de ln relatividad a osta condición de una manera 0x- 
copciona!l lo corresponde la condición de que para veloci- 
dados pequeñas Jas fórmulas relativistas deben convertirse 
en las fórmulas de la mecánica común, la mecánica do New- 
ton. Sobre esto se habla en el cap. 8.) 

Este libro no os para wna lectura fácil, en ninguna do 
sus partes se ha sacrificado Ja exactitud y la demostrabilidad 
en aras de Ja «divulgación». Sin embargo, el lector podrá 
aprender a resolver problemas difíciles e interesantes de 
la tooría de la relatividad. Esto Jo podrá hacer si, por su- 
puesto, al confiar en sus fuerzas supera todas las dificultados, 
las cunles no haco mucho asustaban a personas con más expo- 
riencia, pero probablemente no tan ávidos de sabor como 
nuestro loctor. 


Los autores 


Capítalo 1 


EL ESPACIO 
DE VELOCIDADES NO RELATIVISTA 


Antes do iniciar un viajo largo y difícil al espacio de 
velocidades relativista, queremos recorrer con el lector 
una ruta más ligora, estudiar el espacio de velocidados en 
la mecánica clás Aquí todo nos será habitual, tanto las 
leyes de la física como las loyes de la geometría, y estará 
relacionado con la geometría más usual del plano que Lodos 
estudiamos en la escuola. Gracias a esto podremos concontrar 
la atención en cómo en los problemas físicos de una manera 
natural surge el objeto geométrico, ol espacio de velocidades, 
de la misma manera que las leyes físicas bien conocidas 
se convierten en Leoremas goomólricos (por ejemplo, la ley 
de la conservación de la energía —¡en el teorema de Pitág: 
ras!) y viceversa. La experiencia adquirida aquí nos prestará 
in gran servicio más adelante cuando Jleguomos al mundo 
relalivista, enya física y geometría es probablemente des- 
conocida a la mayoría de nuestros lvcLores. 


1.1. LAS COLISIONES ELÁSTICAS 
DE PARTÍCULAS NO RELATIVISTAS 


Jniciaremos ol cumplimiento de nuestro programa con ol 
análisis de un problema sencillo pero muy necesario, el pro- 


blema de la colisión olástica de dos cuerpos, cuyas veloci- 
dades son pequeñas en comparación con la velocidad de la 
luz. El problema consiste en lo siguiente. Supongamos que 
una partícula pasa volando cerca de otra. Estas pueden ser 
dos protones, uno de un acelerador y el otro de un blancoen 
reposo, o dos electrones en dos haces que se mueven en sen- 
tidos contrarios en un acumulador, que es un anillo toroide 
hueco colocado cn un campo magnético, Estas pueden sor 1 
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Coneta o una náve espacial con sus molores Íuncionando, los 
cuales pasan volando cerca del So]. Estas pueden ser también 
unas bolas de billar que chocan sobre una mesa lisa. 

“Todos estos eventos tienen un rasgo general, Cuando las 
partículas colisionantos se encuentran lejos wma do otra se 
desplazan libremente, por inercia, con velocidades constan- 
tes. Al disminuir la distancia entre ellas empieza a afectar 
la interacción, la atracción o la repulsión, sus trayectorias 
se encorvan y sus velocidados cambian de magnitud y de 
dirección. Al haber pasado cerca una de otra, a una distancia 
grande de nuovo las partículas se mueven uniformemento 
y en línea recta, pero ahora con nuevas velocidades. La 
magnitud y la dirección de estas velocidades dependen de 
la ley de interacción, de qué fuerzas actúan entre las partí- 
culas y de lo lejos que pasaron éstas una de la otra. En cual- 
quier caso, estas velocidades no pueden sor arbitrarias. es 
decir, si se puede despreciar la interacción con terceros cuor 
pos, y si el estado interno de las partículas no cambia (coli- 
sionos elásticas), entonces para cualquier ley de interacción 
y para cualquier proceso de choque se deben cumplir dos 
loyes de conservación: la suma do los impulsos de ambas 
partículas y la suma de las energías cinólicas antes y des- 
pués de la colisión deben ser iguales. ¿A qué consecuencias 
conduce esto? 

Denotemos los impulsos y las energías dle Jas partículas 
A y B con las masas ma y mp antes del choque, cuando las 
partículas estaban tan alejadas una de la otra que so ler 
podía considerar libres, o sea, no sujetas a no interacción, 
con 


Par Ens Pas Ep. 


Los impulsos y Jas energías de las partículas después 
del choque, cuando las partículas ya están Lan alejadas una 
de la otra que de nuevo so los puede considerar libres, serán 
designadas por 

Par Las Pis Ep. 


La ley do la conservación del impulso establece que du- 
rante la colisión el impulso total del sistema p. que es igual 
a la suma de los impulsos de ambas partículas, p == pa E 
E pm, se conserva constante. En particular, el impulso 
total no cambia durante todo el tiempo del choque: 


P=P Ó Pak Pus PATH Pio (0.1) 
13 


Íin una colisión elástica no cambia tampoco la energía 
cinética total del sistema: 


E=E' 6 E, + Es=£x + Ej. (1.2) 


Estas leyes de conservación se deben cumplir eu cual- 
quier sistoma inercial de roferencía, o sea, cn un sistoma de 
referencia que se mueve por inercia uniformemente y en línea 
recta, 

Escribamos la ley de la conservación del impulso en el 
sistema de referencia, en el cual antes de la colisión una 
de las partículas estaba on reposo, la partícula del blanco 
A, vA =0: 


MgUp = MAVA + M pop. 


De esta relación se deriva que los vectores de las velo 
cidades de las partículas antes y después de Ja dispersión 
se encuentran en un plano, en el plano de los vectores 
y dj. Por oso, a lo largo de todo el libro vamos a analizar 
solamente movimientos en un plano, cuando todas las partí- 
culas, los obsorvadores y los sistomas de roferencia se mue- 
ven en un mismo plano o, puede ser, on planos paralelos, 
Esto de ninguna manera limita la generalidad de los pro- 
blemas que resolvemos y permite una fuerte ganancia en la 
1lustratividad y sencillez de la exposición. La adición de una 
tercera dimensión es elemental y de ninguna manera cambia 
la esoncia de nuestros razonamientos ni las conclusiones que 
siguen do ellos. Además, nos pondremos de acuerdo sobre la 
notación que vamos a utilizar después. Diferentes partí- 
culas, observadores y sistemas de referencia van a ser deno- 
tados con letras mayúsculas A, B, C, ..., X; sus voloci- 
dades (vectores) se designarán por Va, Om, +... Ox, y los 
valores absolutos de las velocidades, por Va, Pm +... 0x5 
si necesitamos señalar un sistema de referencia concreto, con 
respecto al cual se miden estas velocidades, vamos a utilizar 
el símbolo Daic, quo es la velocidad de la partícula (del 
observador) Á' con respecto al sistema de referencia C. 

Y así, ¿qué limitaciones imponen las leyes de la conser- 
vación de la energía y del impulso sobre las velocidades de 
las partículas después de la dispersión? 

Pasemos al sistema de referencia O, en el cual el impulso 
total p =Pa + Pa = MAD Ajo + MagU go es igual a cero. 
Se lo llama Sistema del centro de masa. ln él las partículas 
se mueven una al encuentro de la otra, los vectores do sus 
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velocidades tienen direcciones opuestas y las magnitudes 
de las velocidades de las partículas son inversamente pro- 
porcionales a sus masas: en ofecto, si MVA + MgVp =0, 
entoncos MAVA = —MpOn Y 


ValC y == Mita. (1.3) 


Esta relación es parecida a la eregla de la palanca de pri- 
mer género». En el proceso de la interacción de Jas partí- 
culas una con otra sus velocidades cambian en magnitud 
y dirección, poro en vigor de la ley do la conservación del 
impulso, el impulso total todo el tiempo se conserva igual 
a cero. Esto significa que en todo momento los vectores de 
sus velocidades son opuestos en dirección y los módulos de 
las velocidades satisfacen la «regla de la palanca» (1.3). 
Después de que las partículas pasan una junto a la otra y 
la interacción entre ellas cesa, los nuevos valores de las 
velocidades resnltan ser iguales en magnitud a los valores 
iniciales. Esto se deduce de la loy de la conservación de la 
energía para una colisión elástica E, | Ep = Ej + Ej. 
En efecto, la suma de sus energías cinóticas antes de la 
colisión es igual, en concordancia con la regla do la pa- 
lanca, 


Er + Ep> 


A (A) A (1) va 


Do una manera análoga, para las energías después de la coli- 
sión podemos escribir quo 


Eheim p (14 ze) es 


Igualando las energías totales antes y después do la colisión 
obtenemos que Y, = va, por lo tanto, en base a la regla 
de la palanca también vz = tj. Do esta manera, en cl 
sistema dol centro de masa O los vectores de las veloci- 
dades de las partículas colisionantes como resultado de la 
interacción pueden girar sólo en cierto ángulo sin cambiar 
su magnitud o invierten su dirección. Ul ángulo entro las 
direcciones de la velocidad de la partícula X en ol sistema 
de referencia O antes y después de la colisión se llama ángulo 
de dispersión pxjo de la partícula X en el sistema O. Re- 
presentemos ol resultado de la colisión de dos partíenlas en 
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una gráfica. Tomemos una hoja de papel, fijemos en ella 
el punto O, y a partir de éste tracemos en una dimensión 
doterminada los vectores de las velocidades de Jas partículas 
Vajo» Parto: Osio» Pao Antes y después do la dispersión 
(fig. 1.1). Denotemos los puntos de los extremos de los vec- 
toros de las velocidades como A, A”, B, 13. Obtendremos 
una figura quo de aquí en adelante vamos a llamar grafo 
cinemático de la dispersión elástica. Exawminómosla atenta- 
mente. En nuestro grafo los puntos Al, 13, O se encuentran 
en una sola línea y el punto O divido el segmento AB de 
acuerdo a una relación inversamente proporcional a las 
masas de las partículas (rogla de la palanca): 


1041] _ ma 
TOR ma * 


A las velocidades de las partículas después de la dispersión 
les corresponden los puntos A”, B” que se encuentran en Ja 
recta A'B” que pasa por el punto O, además, las longitudes 
de los segmentos 4'D y AO son iguales, | A'0 | = | AO |, 
de la misma manera que |2'0 | = |B0 |. Esto os conse- 
cuencia do las loyes de la conservación de la energía y del 
impulso para una colisión elástica. Pero las Jeyes de con- 
servación no determinan Ja magnitud del ángulo de disper- 
sión Pao = Pajo» Cl cual nosotros denotamos como 
en el grafo vinemático (fig. 1.1). Este ángulo puede ser dife- 
rente en dependencia de las condiciones concretas de dis- 
persión y puede tomar los valores desde cero hasta 11. Si las 
partículas pasan lejos una de la otra y la interacción entre 
ellas es muy pequeña, Ja variación de la velocidad de las 
partículas también será no muy grande y el ángulo do dis- 
persión q será pequeño. Cuanto menor es la distancia de 
acercamiento ontre las partículas, tanto más fuerte se mani- 
fiesta la interacción y tanto mayor llega a ser el ángulo de 
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dispersión. Á una colisión «de frente» lo corresponde el valor 
q = x. Las colisiones reales casi siempre ocurren no en un 
plano, sino en el espacio, por eso, para los vectores de las 
volocidades de las partículas después de la dispersión siempro 
hay un grado de libertad más: se puede girar la hoja de pa- 
pel con el grafo cinemático en un ángulo arbitrario alrededor 
de la dirección del movimiento relativo de las partículas 
colisionantos, las leyes de la conservación de la energía 
y el impulso se cumplirán como antes. Tendremos en cuenta 
esta posibilidad, pero no vamos a dotenernos con amplitud 
ou ella, limitándonos solamente a los movimientos en un 
plano. 


'OMO SE VE LA DISPERSIÓN ELÁSTICA 
EN EL SISTEMA DE REFERENCIA 
DE LABORATORIO 


Ya nos hemos convencido de que las leyes de la conser- 
vación de la enorgía y el impulso en el sistema dol contro 
de masa llevan a consecuencias muy simpl os vectores de 
las velocidades de las dos partículas colisionantes pueden 
variar sólo su dirección, pero no su magnitud, conservando 
todo el tiompo direcciones contrarias. Pero, gonoralmente, 
se tienen que examinar las colisiones de las partículas en 
el sistema de referencia de laboratorio, en el cual una de 
las partículas es la dol blanco 4. La otra partícula B sale 
de un acelerador con una velocidad Vy¡a, interacciona con 
el blanco y se dispersa en un ángulo q ;a, el cual para abre- 
viar lo denotamos por 0 = ja. Como resultado de la 
colisión la partícula del blanco adquiere una cierta veloci- 
dad daa y sale volando con un ángulo « con respecto a la 
dirección del movimiento del haz de partículas. Este ángulo 
es lamado ángulo de respuesta. 

Un observador en el sistema de referencia do laboratorio 
A puede tomar su hoja de papel, fijar en ella el punto A 
y trazar con respecto a este punto los vectores de las velo- 
cidades de las partículas antes y después de la dispersión. 
Como resultado de esto el observador obtendrá su diagrama 
de velocidades medidas en el sistema de referencia 4, el 
diagrama Ka. Denotará como antes los extremos do los voc- 
tores de las velocidades con los puntos A, B, A”, B'. La 
velocidad de la partícula A antes do la dispersión era igual 
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a cero, por eso, el extremo de este vector de magnitud cero 
simplemente coincide con el punto A, elegido en calidad de 
punto inicial para la construcción del diagrama XK. Veamos 
qué limitaciones imponon las leyes de la conservación de la 
cnorgía y el impulso sobre las posibles velocidades después 
do la colisión Dyja Y Varas 

En principio se podrían resolver de nuevo las ecuaciones 
(1.4) y (1.2), que describen también en este nuevo sistema 
de referencia las leyes de la conservación de la energía y el 
impulso, pero esto sería un esfuerzo poco razonable. Se 
puede proceder de una manera más sencilla. Para esto es 
necesario recordar cómo es que en la mecánica no relativista 
se transforman las velocidades al pasar de un sistema inercial 
de rolerencia a otro. Esta regla es conocida coro la ley 
de la suma de las velocidades, la cual puedo ser formulada 
ilustrativamente como la «regla del perro»: «si un perro corre 
sobre una balsa que se muevo en un río, entoncos su velocidad 
con respecto a la orilla es igual a la suma vectorial de la 
volocidad del perro con respecto a la balsa y la velocidad 
de la balsa con respecto a la orilla»: 


(1.4) 


Dala = Pxio-kDola 

(X os el porro, O os la balsa, A es la orilla). 

Ahora se puede pasar dol sistema del centro de masa O 
al sistoma de referencia de laboratorio 4. Para esto es ne- 
cesario agregar a cada vector de velocidad en el diagrama 
Ko un mismo vector de velocidad voy, > —v410, con la 
cual el sistema O se mueve con respecto a 4. El resultado 
de esta suma es el diagrama de velocidades X , mostrado en 
la fig. 1.2. Gon líneas delgadas están indicadas las velo- 
cidades en el sistema O, con líneas gruesas, los vectores de 
las velocidades de las partículas obtenidos en el sistema de 
laboratorio. Es evidente que en el diagrama Ka Ja distribn- 
ción de los puntos A, 8, A”, B”, O se conserva igual que en 
Ko, ya que la estructura dol grafo cinomático no cambia 
al pasar a otro sistema inercial de referencia. Como antes 
los puntos A”, O, B' se encuentran en una recta, como antes 
se cumple la regla de la palanca | 40 |:1B0 | =>] 4'0 |: 
: (BO[|=mp:ma, y al igual que antes sus «brazos» 
no cambian como resultado de la disporsión: | 4'0 | = 

1401, |B'0 | = | BO |. Además, los puntos A, B, O, 
A', B' del grafo cinemático en los diagramas K, y Ko sim- 
plemente coinciden, solamente cambia el origen: en el dia- 
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grama Ko los vectores de las velocidades están trazados desde 
el punto O, pero en el diagrama K, los vectores de las velo- 
cidades están trazados desde el punto A a los mismos pun- 
tos A”, B', B, O. Toda la información sobre el resultado de 
la dispersión olástica ya ostá fijada por cinco puntos A, B, 
0, A!, B' distribuidos sobre la hoja de papel en concordancia 
cou la regla de la palanca formulada más arriba. Este grafo 
cinemático puede ser estudiado en cualquier otro sistoma 
inercial de reforencia C, que se mueve con respecto a A 
con velocidad roja (fig. 1.3). Para esto es suficiente trazar 
del punto €, el extremo del vector da, vectores a todos 
los demás puntos del grafo cinemático, como resultado 
obtendremos las velocidades de las partículas antos y después 
de la dispersión ya en el nuevo sistema de referencia C. 
Con esto nosotros no debemos preocuparnos más por las 
leyes de la conservación de la energía y el impulso, éstas, 
como ya se dijo más arriba, ¡se cumplirán automáticamente 
también en el sistema C! En esto precisamente consisto la 
ventaja principal del método geomélrico para la dispersión 
elástica de las partículas no relativistas. Para conocer mejor 
este nuevo método de razonamiento veremos algunos pro- 
blemas de la teoría de colisiones que son algo sencillos, pero 
muy instructivos. 

Supongamos que en el sistema de laboratorio Ja partícula 
más pesada B se mueve de izquierda a derecha, colisiona con 
una partícula más ligora del blanco A y como resultado de la 
interacción elástica cambia la dirección de su movimiento, 
se dispersa en un ángulo 0. Nosotros demostraremos que este 
ángulo no puedo ser demasiado grande y enconlraremos su 
magnitud límite. Para esto es suficiente dibujar el grafo 
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cinemático de este proceso, que en realidad ya lo Lenemos 
y está ropresentado en la fig. 1.2. Ya hemos dicho que el 
ángulo q on ol grafo cinomático puede variar de cero hasta s. 
Con ello el punto 2” que corresponde al extremo del vector 
de la velocidad do la partícula 3 después de la dispersión 
va a recorrer la circunforencia con centro en el punto O 
y con radio vo. El punto A, que representa la velocidad 
del sistema de referencia de laboratorio, en el cual la partí- 
cula ligera del blanco estaba en reposo, va a encontrarse 
fuera de esta circunferencia: esto se deduce de quem, < my 
y de la rogla de la palanca »xj0: Uno = My: Ma. En 
el diagrama Ka (tig. 1.4) el vector de la velocidad de la 
partícula 8 después do la dispersión o, con el cambio 
del ángulo q variará su magnitud y dirección, desviándoso 
en un ángulo Ú con respecto a la dirccción inicial del movi- 
miento de la partícula colisionante, la dirección del vector 
vaya: Es ovidonte quo la magnitud de este ángulo tiene un 
límite, superior y que su valor máximo se alcanza cuando 
el vector Uy a es langente a la cireunforencia con centro 


en O. El ángulo ÁB'O en este caso va a ser recto, y del trián- 
gulo rectángulo 4B'0 se puede encontrar su seno: 

1OB'| 

sen Omar == 7497 + 

Pero en el grafo cinemático | 08" | =|0% |, y en concor- 
dancia con la regla de la palanca] 08 ]:104]|=m,1:Mp, 
por eso, 

1OB| _ ma 


send = 0 = a * 
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Vemos que el ángulo máximo de dispersión do una partícula 
pesada sobre una partícula ligera en reposo no depende de 
su velocidad y se determina solamente por Ja relación entre 
las masas de las partículas. 

En el lenguaje de los grafos cinemáticos este resultado 
se obtiene fácilmente, pero para comparar, nosotros leg 
aconsejamos intentar obtenerlo en forma analítica escri- 
biendo las leyes de la conservación de la energía y el impulso 
en el sistema do referencia de laboratorio. Ustedes se conven- 
cerán de que so tiene que invortir mucho más esfuerzo, 

Como una ilustración más nos servirá el estudio de lás 
colisiones de partículas con igual masa. El grafo cinomático 
de este proceso está representado en la fig. 1.5. Las masas 
de las partículas son iguales, por eso, el punto O se encnen- 
tra en la mitad del segmento AB. Los puntos A* y BP” que 
corresponden a las velocidades de las partículas después de 
la dispersión során los extremos del diámetro de la circun- 
forencia de radio | 40 | con centro en el punto O, Las velo- 
cidados Paja Y 054 de las partículas después do la dis- 
persión en el sistema de laboratorio se representarán con 
vectores trazados del punto A a los puntos A' y B'. Y yaa 
Ja primera vista de esta figura so pueden hacer algunas afi 
macionos geométricas simples, las cuales so Lraducen fácil- 
*mento al lenguaje de la física. Veremos tres ejemplos. 

1. Si el golpe no es central, entonces el ángulo A'AB' 
es recto (el ángulo inscrito en la circunferencia y que se 
apoya en el diámetro). Pero esto ángulo os igual al ángulo 
entre las direcciones de las velocidados de las partículas 
después de la dispersión en el sistema de laboratorio. Por 
lo tanto, en el sistema de laboratorio las partículas no rela- 
tivistas de igual masa siempre se separan formando un ángulo 
recto 1). Más tardo veremos que para las partículas relati- 
vistas rápidas esta afirmación ya no tiene lugar. 

2. Ahora escribamos el teorema de Pitágoras para el 
triángulo — rectángulo  A“ABG 148 RS [al Pl 
+ 1 AB” ?. Substituyamos en él Jas longitudes de los lados 
del triángulo por sus expresiones a través de las velocidades 
de las partículas en el sistema de laboratorio: | 44” | = 

> vajar 148 [Umar 1A BS LAB] OA Y 
mulúipliquemos la igualdad obtenida por m/2, que es la 


1) En el caso de un choque central la partícula E so queda 
on su lugar; puede considerarse que aquí tenemos un ángulo recto 
«degenerado, 


>. 


mitad de la masa de cada una de las partículas colisionantes. 
Obtendremos la igualdad 


món a , A 
2 2 2 te 
¡que os la ley de la conservación de Ja energía en ol sistema 
de laboratorio! 
3. Encontremos la relación ontre el ángulo de dispersión 
en ol sistema del centro de masa q y los ángulos de disper- 
sión 0 y de respuesta cn el sistema de laboratorio. El trián- 


gulo ACA" es equilátero, por eso, q + 2a=x00u =% ES 


pu 
—£. El ángulo exterior BOB" = q del triángulo equilá- 
tero AOB' es igual a la suma de dos de sus ángulos internos 


AS 7 
OAB! << OB'A - bd. Por eso, Y =q/2, o sea, para una 
colisión elástica de partículas de igual masa, el ángulo de 
dispersión en el sistema de laboratorio es igual a la mitad del 
ángulo de dispersión en el sistema del centro de masa. 

stos ejemplos muestran que la cinemática de las coli- 
sionos no relativistas y las leyes de la conservación de la 
energía y el impulso están íntimamente ligadas con la geo- 
metría de Euclides, Y lo causa de esto es la ley de la suma 
de las velocidades formulada más arriba (la regla del para- 
Jologramo) nl pasar de un sistema inercial de referencia 
a 0Áro. 


13, EL ESPACIO DE VELOCIDADES 


Regresemos de nuevo a nuestros ejemplos. Hemos iniciado 
la construcción del «modelo geométrico» de una colisión 
elástica do dos partículas, de su gralo cinemático, partiendo 
de la elección de un sistema de referencia, por ejemplo, dol 
sistema del centro de masa O. Después en el diagrama de 
velocidades Ko dibujamos el «erizo de velocidades» de las 

artículas colisionantes, o sea, trazamos desde el punto O 
os vectores de las wolocidades de las partículas A y B 
antes y después de la dispersión. Podemos hacer lo mismo 
en cualquier otro diagrama de velocidades, por ejemplo, 
en Ka, el diagrama do velocidados con respecto al sistema 
de laboratorio. El «erizo de velocidades» en cl diagrama Xp 
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se va a ver de otra manora que en Kg. Pero los puntos A, 
B, A”, B' y O (los extremos de sus «púas» son los do los vec- 
tores de las velocidades) en ambos diagramas están distri- 
buidos de una manera completamente idéntica, funciona la 
regla de la suma de las velocidades (1.4). En este sentido 
el grafo cinemático no depende del diagrama en el que lo dibuja. 
mos. Por eso, sería deseable que desde el principio todas 
nuestras construcciones no dependieran de la elección del 
sistema de roforencia. 

Es fácil comprender como se puede lograr esto. Supon- 
gamos que todos los diagramas de velocidades están dibuja- 
dos en una película transparente. Ahora borremos en cada 
diagrama todos los vectores dejando solamente los puntos: 
sus orígenes y sus extremos. Entoncos se pueden sobreponer 
los diagramas de tal manera que sus puntos homónimos (o 
sea, los extremos de los vectores de las velocidades de las 
mismas partículas) coincidan. Comu resultado, ou lugar de 
algunos diagramas diferentes para distintos observadoros 
obtendremos un diagrama universal, A cualquior sistema 
inercial de referencia lo corresponderá un punto en el dia- 
grama universal. Digamos, en nuestros ejemplos al sistema 
de laboratorio Je corresponde el punto 4, al sistema del 
centro de masa, el punto O, al sistema en el que la partícula B 
se encontraba en reposo antes de la colisión, el punto B, 
etc. Con este diagrama o carta universal se puede conocer 
fácilmente qué resultados obtendrá cualquier observador 
inercial C midiendo las velocidades de las mismas partí- 
culas colisionantos A y B. Es sufíciento trazar Jos vectores 
del punto C a los puntos A. B, A' y B' y medir sus longitudes 
cou una regla y sus ángulos con un transportador. Pero no hay 
necesidad de er de nuevo todas estas modiciones para 
cada nuevo sistema. Las magnitudes que nos interesan se 
pueden calcular con aynda de los bien conocidos teoremas 
de los cosenos y los senos de la geometría euclidiana, 

Resumamos. Nos hemos convencido de que 

a cada sistema inercial de referencia se le puede adju- 
dicar un punto de un plano de tal manera que el vector 
de la velocidad del sistema Y con respecto al sistema X 


será igual al vector XY, que une los puntos corres 
pondientes del plano. 


Este plano se denomina espacio de velocidades no relali- 
vista, 
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Ahora se puede dar nn sentido cinemálico a diferentes 
conceptos do la geometría. Por ejemplo, la distancia entre 
dos puntos del espacio de velocidades es la magnitud de la 
velocidad relativa de los sistemas de referencia correspon- 
dientes; a los puntos que se encuentran en la recta AB les 
corresponden los sistemas de referencia que se mueven a lo 
largo de la misma recta con respecto al sistema A (6 B), 
etc. Haciendo uso de esto se pueden resolver muchos pro- 
blemas geométricos con ayuda de la física. Sin embargo, en 
nuestro libro la secuencia de las acciones será al contrario 
vamos a resolver los problemas de la cinemátia con ayuda 
de la geometría. Solamente que los movimientos quo vamos 
a estudiar ocurren con velocidades muy grandes, corcanos 
a la velocidad de la luz y so sujetan a las leyes de la teoría 
de la rolatividad. Y en el espacio de velocidades va a actuar 
no la acostumbrada geometría euclidiana, sino la geometría 
de Lobachovski. 


PROBLEMAS Y COMPLEMENTOS 


La geometría ayuda a la física 

4. Una partícula A de masa m,, choca a una velocidad va contra 
vna partícula on reposo 3 con masa. m y. Ocurro una colisión Plástica, 
después do lu cual la partícula B se muove com un ángulo a = 1/4 
con respecto a la dirección de movimiento de la Mess la A antes de 
la colisión. Hálloso el ángulo de dispersión O de la partícula A y las 
magnitudes de las velocidades v, y v;, de las partículas A y B después 
de la colisión. 

2. Durante el bombardeo del helio con partículas a, que tienen 
ana enorgía £.. la partícula incidonte so dispersó en wm 'ápgulo 0 => 
= 1/3. Determínese el ángulo de respuesta y las energías de la partí- 
cula « y del núcleo del holio después de Ja' colisión. 

3, Un noutrón con una energía X sufrió una colisión elástica con 
un núcleo de *He. En el sistema del centro de masa el ángulo do 
dispersión q resultó ser igual a 1/2. Hállese el ángulo de dispersión 
y las energías de las partículas después de la colisión en ol sistema 
de laboratorio, 

4, Una partícula « E vuela con una velocidad », sufre una 
colisión elástica con un núcleo en A y so dispersa en un ángulo 
8 = 1/2, ¿Para qué rolación entre las masas de la partícula A mo 
y dol núcleo My es esto posible? Dotormínoso lus velocidades de la 

artícula a: y del núcleo después de la colisión y la magnitud del ángu- 
lo de respuesta. 

,. Una partícula de masa m choca en forma elástica con upa par: 
tícula en reposo, cuya masa M > y se desvía en un ángulo U = 
= 1/2 con rospecto a la dirección inicial del movimiento. Encuéntresp 
el ángulo de respuesta «. 
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6. Un neutrón (con número de masa 1) sufrió una colisión elástica 
con un deuterón inicialmente en reposo (con número do masa 2% 
¿Cuál es la parte de la energía cinética que pierde el neutrón al disper- 
Sorse en un ángulo 0 = 1/4? 

7. Una partícula de masa m colisiona con una partícula en reposo 
más pesada de masa 1% y en la colisión se pierdo la (1 — /%)-ésima 
parto de la energía mecánica en el sistema del contro de masa (una 
Solísión no elástica), ¿Bajo qué ángulo so separarán Jas partículas en 
el sistema de laboratorio, si la ¡proiela pesada salió volando con un 
ángulo de respuesta máximo a 


La física ayuda a la geometria 


8. Demuéstrese que si en algún sistema de referencia S los vecto- 
res de las velocidados de dos partículas forman ángulos iguales con 
el vector de la velocidad del centro de masa de ellas, entonces los 
impulsos do estas partículas en el sistema S son iguales en magnitud 
De aquí dedúzcase el teorema sobro la bisectriz de un triángulo; la 
bisccriz SO del triángulo SAB divide el dado AB en segmontos, cuya 
relación | A0 1: 1 0B | es igual a la relación de los lados adyacen- 
tes [AS dl SB 1. 

9. Aplicando la ley de la conservación de la energía demvéstrese 
que la suma de los cuadrados do las distancias desde cualquier punto 
a dos vórtices opuestos de un rectángulo es igual a la suma do los 
cuadrados de las distancias desde este punto a los otros dos vértices 

40. Sea O un punto en el lado 43 dol triángulo SAB, Domuéstrese 
la jórmula de Stuart para la longitud de segmento $ 


1SOP-|AB|=1SA]* + 1B0| + 1SB 140 1— 
—|401:1B0| + 1AB| 


eentiirión: supongamos que los puntos A y 3 ropreseutan las voloci- 
lados de dos partículas que colisionan en forma elástica, que O es 
la velocidad de su centro de masa y S, la velocidad de cierto sistema 
de referencia. Escríbase la ley de Ja conservación de la energía para 
la colisión en el sístema de referencia $ para ol caso cuando las voloc1- 
dades de Jas partículas A y B con respecto a S después de la colisión 
tienen la misma dirección que la velocidad dol centro do masa) 


Capítulo 2 
PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 


2.4. LO QUE DECÍA CALILEO SOBRE ESTO 


Nosotros ya nos hemos convencido de que las propiedades 
del grafo cinemático no dependen do la velocidad de un 
observador que se mueve uniformemente. Y esto no es casual. 
Resulta que en diferentes sistomas inerciales de referencia 
todas las leyos físicas son las mismas y no dependen del 
movimiento relativo de dos observadores inerciales diferen- 
los. Por primera vez este principio fuo formulado para la 
mecánica por Galileo Galilei en la obra titulada «Diálogo 
sobre dos importantísimos sistemas del mundo» (Diá ogo 
sopra due massimi sistemt del mondo, telemaico e copernicano). 
Esta es la misma obra que atrajo sobre él la ira de la iglosia. 
Fue publicada on 1632, y en 1633 ya ora objeto do juicio 
en ol Tribunal de la Inquisición. Galiloo exponía sus ideas 
con un Jenguaje literario excopcional, considerando que había 
que hacerlas intoligiblos para muchos. Los personajos de 
su Jibro discuten muchos planteamientos relacionados con 
la mecánica y el origen del mundo. Entre estos se encuentra 
e) planteamiento do cómo ocurren los diforentes fenómenos 
físicos en uu sistema que so muevo uniformemente y en 
línea recta. Galileo escribía 1): 

«Keúnase con alguno de sus amigos en una habitación 
amplia bajo la cubierta de algún barco y traiga consigo mos- 
cas, mariposas y otros insectos voladores semejantes; supon- 
gamos que allí usted también tendrá una pecera grande con 
pocecillos moviéndose dentro de ella; después cuelgue del 
techo un baldo del cual el agua va a caer gota a gota a otro 
recipiente con cuello angosto, colocado debajo del primero. 
Mientras el barco no se mueve observe con atención como los 


1) Galileo Golile!. Obras escogidas en dos tomos, t. 4. Moscú, 
Edit. Nauka, 1904 (on ruso). 


26 


pequeños insectos voladores se mueven con la misma velo- 
cidad en todas las direcciones de la habitación; los peces, 
como usted lo podrá comprobar, van a moverso indiferento- 
mento en todas direcciones; todas las gotas caerán en el reci- 
piento puesto debajo y usted al lanzar algún objeto no tondrá 
que hacerlo con más fuerza en una dirección que en otra si las 
distancias son las mismas; y si usted va a saltar con las 
dos piernas al mismo tiempo, entonces ejecutará el mismo 
brinco a la misma distancia en cualquier dirección. Observe 
atentamente todo esto, aunque no nos surge ninguna duda 
de que esto debe ocurrir precisamente así mientras ol barco 
ostá inmóvil. Ahora haga al barco moverse con cualquier 
velocidad y entonces (sólo si el movimiento dol barco va 
a sor uniforme y sin balanceos a wo y otro lado) en todos 
los fenómenos mencionados usted no descubrirá el más pe- 
queño cambio y por ninguno de ellos usted podrá determinar 
si el barco se mueve o se encuentra inmóvil. Al brincar usted 
se desplazará sobre el piso a la misma distancia que antos, 
y no va a bacer brincos más grandes en dirección de la popa 
que en dirección de la proa, en base a que el barco se muove 
rápido, anque en este Liempo cuando usted va a estar en 
el airo el piso que so encuentra bajo usted va a moverse en 
dirección contraria a su brinco, y al lanzar alguna cosa a su 
compañero usted no la lanzará con más fuerza cuando él se 
encuentre on la proa y usted en la popa, que cuando $us 
posiciones sean vicoversas; las golas van a caer como antes 
en el rocipiente inforior y ni una sola caorá más cerca do la 
popa, aunque mientras la gota se encuentra en cl airo el 
barco recorrerá muchos palmos; los peces en el agua no van 
a moverse con más esfuerzo hacia la parte frontal que hacia 
la parto Lrasora del recipiente y con la misma agilidad se 
van a Janzar hacia la comida colocada en cualquier lugar 
del recipiente; y finalmente, las mariposas y las moscas 
van a volar en Lodas las direcciones y nunca ocurrirá que 
se reúnan en la parod dirigida hacia la popa, como si estu- 
vieran cansadas de seguir el rópido movimiento dol barco, 
del ena) estuvieron completamente aisladas teniendo que de- 
tenerse mucho tiempo en el aire; y si de una gota de incienso 
se forma un poco de humo, entonces se verá como sube y 
se deliene al igual que una nube moviéndose indiferente- 
mente tanto a un lado como a oLro. 

Los libros de nuestro tiempo no son tan locnaces, En 
ellos la idea so formula de uma manera más corta, en la forma 
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del principio de relatividad de Galileo. Una de estas formula- 
ciones dice: «En wn sistema de referencia que se mueve 
en línea recta y con velocidad constante todos los procesos 
mecánicos ocurren de la misma manera que en un sistema en 
reposo», es decir, un poco diferente, «Ningún experimento 
mecánico puede detectar el movimiento nuiforme y rectilí- 
neo de un sistema, si el experimento se realiza dentro del 
mismo sistema». Solamente asomándoso a la ventana del 
camarote veremos que el barco se mueve, pero incluso en 
este caso se registra solamente el movimiento de la ribora 
con respecto al barco. Apoyándose con los codos sobre un 
mirador de granito del río Nevá se puede uo concentrar 
o imaginar que so muevo con respecto a las aguas inmóvilos 
del río. El movimiento y su velocidad siempre son relativos, 
y no puede darse preferencia por ningún experimento ni al 
observador en la ribera, ni al observador en el barco, siempre 
que cl movimiento sea uniforme. En nuestro tiempo este 
principio os evidente, y la aclaración do que el movimiento 
uniforme siempre es relativo parcco despojada de informa- 
ción. Digamos, el barco se mueve con respecto a la ribora, 
el cohete se acelera con respecto a la Tierra, la Tierra gira 
con respecto a Jas estrellas inmóviles, todas estas afirmacio- 
nes parecen completamente idénticas. Sin embargo, en rea- 
lidad esto no es así. Dentro de un automóvil que se mueve 
uniformemente todo ocnrre de la misma manera quo en un 
automóvil on reposo (en un automóvil, evidentemente, «ima- 
ginario», sin sacudimientos). Pero cuando el automóvil frena 
bruscamente al encenderse la luz roja del semáforo, entonces 
ol tirón que casi lo saca a usted del asiento testimonia de 
un modo irrefutable que un sistema acelerado so diforencia 
de la calle, donde ninguno de los transeúntes se cayó como 
resultado dol cambio brusco de la velocidad relativa del 
automóvil. De esta manera, la aceleración, a diferencia de la 
velocidad, se puede medir dentro do un sistema acelerado 
sin tener que mirar hacia afuera. Lo mismo so puede decir 
sobre la «relatividad» de la rotación. Inciso en un tiempo 
nublado, cuando no se ven las estrellas, se puede descubrir 
la rotación de Ja Tiorra alrededor de su eje. Recordemos los 
famosos experimentos con el péndulo de Foucault suspen- 
dido bajo la cúpula de la Catedral de San Isuac: el plano do 
oscilación del péndulo gira, y esto experimento, realizado 
dontro de un sistema do referencia sin ninguna mención 
sobre las estrellas inmóviles, nos demuestra que la rotación 
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do la Tierra es absoluta. Asi es que el principio de la rela- 
tividad do Galileo no es una ley do la lógica, sino un resul- 
tado del razonamiento sobre experimentos reales que va 
muy lejos. De este principio se deriva que en cualquior siste- 
ma inercial son ¡idénticos tauto la f-rma de Jas leyes físicas, 
como Jos valores numéricos de las constantes físicas que 
figuran en estas leyes, por ejemplo, las masas de las partí. 
culas. Un mecánico calculará la desviación do la trayectoria 
de una estación interplanetaria con respecto a Júpitor por 
las mismas leyes que calcula la desviación con respecto 
a Saturno, aunque los planetas también so mueven uno con 
respecto a otro. Los valores de las magnitudes físicas, por 
ejemplo, de las velocidades de movimiento de los cuerpos, 
puedon 'ser distintas en diferentes sistemas de referencia, 
pero éstas se sujetan a las mismas leyes físicas y a las mis- 
mas ecuaciones, y desdo el tiompo de Galileo nadie, en 
ningún laboratorio de] mundo, ha podido descubrir desvia- 
ciones de este gran principio. 


2,2, PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 
DE EINSTEIN 


Si ahora nosotros pasamos de In mecánica a la olectro- 
dinámica de Maxwell, entonces inmediatamente surge una 
pregunta no sencilla: ¿es aplicable el principio de la rolati- 
vidad a los fenómenos olectromagnélicos? He aquí lo que 
escribía sobre osto on 1905 A. Einstein en su famoso artícu- 
lo «Sobre la electrodinámica de Jos cuerpos móviles» *: 

«Es conocido que la clectrodinámica de Maxwell en su 
forma actual da como rosultado nna asimetría en su aplica- 
ción a los cuerpos móviles, la cual parece no ser propia a 
los mismos fenómenos. Recordemos, por ejomplo, la interac- 
ción electrodinámica entre un imán y un conductor con 
corriente. El fonómeno observado en este caso dopende sola- 
monte del movimiento relativo del conductor y el imán, 
a) mismo tiempo que, de acuerdo a la idea gonoral, estos dos 
casos, en Jos cuales se muevo uno u otro do los cuerpos, deben 
ser severamente diferenciados. En efecto, si el imán se 
mueve y el conductor se encuentra en reposo, entonces 
alrededor del imán surge un campo eléctrico que posee una 


1) Annalen der Physik, 1905, Bd 17, H. 5. 
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cierta cantidad de energía, la cual en aquellos lugares donde 
se encuentran las partos del conductor genera una corriente. 
Pero si el imán se encuentra en reposo, y el que se mueve 
os el conductor, entonces alrededor del imán no aparece 
ningún campo eléctrico; sin embargo, en el conductor aparoce 
una fuerza electromotriz, a la cual por sí misma no le corres- 
Ponde ninguna energía, pero la cual, en el caso de la supuesta 
igualdad del movimiento relativo en ambos casos, genera 
corrientes eléctricas de la misma magnitud y en la misma 
dirección que el campo eléctrico en el primer caso». 

Aún wmás difícil en aquel tiempo era el problema de la 
velocidad de la propagación de las ondas electromagnólicas, 
o sea, de la velocidad de la luz. El asunto es que esta velo- 
cidad entra en las ecuaciones de la olectrodinámica en forma 
de un múmero concreto e = 3-10% m/s. ¿Pero con respecto 
a qué se mide esta velocidad?, ¿con respecto a la fuente de 
radiación, con respecto al receptor móvil o con respecto 
a cierto medio hipotético, en el cual se propaga la luz, 
el éter? El mecanismo de propagación de todos los otros 
tipos do ondas, por ejemplo, de las ondas en el agua o do las 
oudas sonoras, estaba suficientemente claro, pero las ondas 
olectromagnólicas no entraban on este armonioso cuadro. 
Parecía que para la existencia de una onda siempre os necosa- 
rio un medio, en el cual se pueda propagar esta onda; de 
aquí surgió la hipótesis del éter. Pero entonces, en la natu- 
raleza existiría cierto sistema de referencia separado relu- 
cionado con el éter, lo que estaría en contradicción con el 
principio de relatividad en la mecánica, o sea, de equita- 
lividad de todos los sistemas inerciales de referencia. Esta 
difícil situación provocó muchas reflexiones y discusiones 
entre los físicos de fines del siglo XIX y principios del 
siglo XX. 

El punto de vista de Einstein era radical: el principio 
do la relatividad debe ser cierto también para la electrodi- 
námica, ¡por eso la velocidad de la luz e = 3-10% m/s que 
entra en las ecuaciones de Maxwell debe ser igual para cual- 
quier observador inercial! 

En este mismo artículo Einstein escribía: «Ejemplos del 
mismo tipo que los desafortunados intentos de descubrir el 
movimiento de la Tierra con respecto al «medio conductor de 
la luz» llevan a la suposición de que no solamente on la mo- 
cánica, sino también en la electrodinámica ninguna propie- 
dad de los fenómenos corresponde al concepto de reposo 
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absolnto e incluso, además, levan a la suposición de qué 
para Lodos los sistemas de coordenadas, para los cuales son 
ciertas las ccuaciones do la mecánica, son ciertas las mismas 
leyes electrodinámicas y ópticas, como esto fue ya demos- 
trado paro las magnitudes del primer orden. Nosotros té- 
nemos la intención de transformar esla suposición (el con- 
tenido de la cual de aquí en adelante va a ser llamado «prin- 
cipio do relatividad») en una premisa y hacer, además, una 
suposición complementaria que aparentemente es contra- 
dictoria con la primera, y es procisamente que la luz on el 
vacío siempre se propaga con una velocidad determinada c 
que nu depende del estado de movimiento dol cuerpo en 
cuestión. Estas dos premisas son suficientes para ponerlas 
como hase de la teoría de Maxwell para los cuerpos en reposo 
y así construir una electrodinámica de los cuerpos móviles 
sencilla y libre de contradicciones .. Los razonamientos 
posterjores se apoyan en el principio de la relatividad y en 
el principio de Ja invariabilidad do Ja velocidad de Ja lnz. 
Formularemos ambos principios de la siguiente manera. 

4. Las leyes, de acuerdo a Jas cuales cambian los estados 
do los sistomas físicos, no dependen de a cuál de dos sistemas 
de coordenadas, que se mueven uno con respecto al otro 
uniformemente y en línea recta, corresponden estos cambios 
de estado. 

2. Cada rayo de luz se mueve en un sistema de coordena- 
das en «reposo» con una velocidad doterminada c, indepen- 
diontemonte de si este rayo de Juz os emitido por un cuerpo 
en reposo o por un cuerpo móvil. Con esto 


recorrido del rayo_de 
intervalo de tiempo 


velocidad = . 

En 1905 esto parecía una afrenta directa al sentido co- 
mún y a la intuición. Se necesitaron Jargos años y e] cambio 
de una generación de científicos para acostumbrarse a la 
absurda, a primera vista, ídea de que cierta velocidad 
tiene una misma magnitud en diferentes sistemas de rele- 
rencia que se mueven uno con respecto al otro. Esta idea 
es verdaderamente sorprendente también desde el punto de 
vista de los conceptos cotidianos. Imagínese usted un cohete 
con un proyoctor encondido que pasa cerca de usted con una 
velocidad de 100 000 km/s. La velocidad de la lnz con res- 
pecto al cohete os igual a 300 000 kmís. Si se mide la velo- 
cidad de la luz, veremos que es igual no a 400.000 km:s, 
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tómo se podría esperar, ¡sino a los mismos 300 000 km/s! 
La mecánica de Newlon también obedece al principio de 
relatividad. Poro en ella implícitamente se supone que la 
interacción entre las partículas se propaga instantáneamente, 
con ma velocidad infinitamente grande. Cualquier cambio 
de posición de una partícula se refleja jumediatamento en 
todas las demás. Recuérdese la Lercora loy de Newlon: «las 
luerzas, con las cuales interaccionan dos partículas, siem- 
pre son iguales en magnilud e inversas en dirección». Sin 
embargo, el experimento demuestra que cualqnior interac- 
ción se propaga con una velocidad aunque muy grande, 
pero fínita. El cambio de posición de wa partícula, por 
ejemplo de un electrón cargado, empieza a afectar a otras 
cargas sólo después de cierto tiempo, necesario para que la 
interacción que se efectúa a través del campo electromagné- 
tico alcance a propagarse de una región del espacio a otra. 
La interacción entre un emisor y un receptor de radio so 
efectúa con ayuda de ondas oloctromagnéticas que se pro- 
pagan con una velocidad c =3-10* m/s, y la interacción 
entre un altoparlante y el oído del hombre se efectúa con 
ayuda de ondas sonoras que se propagan con una velocidad 
de 3,3-10% m/s. Entre todas las posibles velocidades de 
propagación de una interacción hay una velocidad máxima, 
la más grande posible, Pax. Ninguna partícula puede mo- 
verso con una velocidad mayor que Umax, ya que en caso 
contrario la interacción simplemente se podría transmitir 
dle unos cuerpos a otros con ayuda de tales partículas ultra- 
trápidas, Del principio de relatividad se desprende que esta 
velocidad máxima de propagación do las interacciones debo 
ser una constante universal, igual para todos los sistemas 
inerciales de referencia, Como lo muestra el experimento, 
con esta velocidad máxima se propaga cn el vacío el campo 
eloctromaguético y su caso particular, la luz visible: 


Umáx = C = 2,997 925-10* m/s. 


Se puedo hacor la pregunta: ¿por qué precisamente la 
velocidad de la luz juega un papel fundamental en la natura- 
leza? ¿No podría ser que la velocidad de Jas ondas gravita- 
cionales, si es que alguna vez se le logra medir, resulte ser 
dos veces mayor que la velocidad de la luz, y que precisa- 
mente ella sca la nueva velocidad máxima do propagación 
de una interacción? ¿O puede sor que dentro de cien años 
se descubra un nuevo tipo de interacción, completamente 
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desconocido por nosotros por ahora, que se propague con una 
velocidad de 10 e? A estas preguntas se puede conlestar con 
seguridad: ¡no! En los laboratorios do todo el mundo, en los 
aceleradores de todos los países diariamente se realiza una 
cantidad cnorme de experimentos de dispersión, formación 
o interacción de partículas olementales, y cada uno de ellos 
certifica que en la naturaloza realmente existe una velocidad 
máxima y que su valor numérico es precisamente igual a 
2,997 925 -10* m/s. Si los ingenieros que proyectan los acele- 
radores y los físicos que procesan los experimentos realiza- 
dos en éstos, pusieran en sus fórmulas de cálculo no este 
número sino cualquier otro, entonces los aceleradores cons- 
lruidos por estos proyectos no podrían funcionar, y los 
resultados del procesamiento de los experimentos serían 
contradictorios ontre sí y a todo on el mundo. Si en algo en 
general se puede estar realmente seguro, es de que dmáx 
= 2,997 925 10% 1m/s. Por eso, la volocidad de las ondas 
gravitacionales, si es que alguna vez se le logra medir, forzo- 
samonte será menor o igual que £max- (Por cierto, es lógico 
ponsar que estas interacciones fundamentales, bales como 
las intoraccionos gravitacional y electromaguélica, se propa- 
gan con esta velocidad fundamontal 2,997 925x 10% més) 

La unión del principio de relatividad con la finitud de la 
velocidad de propagación de las interacciones se llama principio 
de relatividad de Einstein. 

La aplicación consecuento de este principio obligó a de- 
sistir de ln mecánica de Newton, de la ley de la suma de las 
velocidades por la regla del paralelogramo (jrecuerdon, el 
ejemplo con el proyector en el coheto!) y de las ideas acostum- 
bradas sobre las propiedades del espacio y el tiempo, pero 
pormitió conservar intacta la electrodinámica de Maxwell. 
Es necesario decir que cada nueva teoría física no desocha 
las teorías anteriores como incorrectas, sino que las incluyo 
como casos particulares que son ciertos solamente en doter- 
minadas regiones de los fenómenos, y al mismo tiempo 
traza tos límites de su aplicación. Así ocurrió con Ja teorí: 
especial de la relatividad de Binstoin que incluyó la mecá- 
nica de Nowton en calidad de una buena aproximación a la 
realidad en los casos cuando las velocidades do los cuerpos 
en movimiento son pequeñas en comparación con la velo- 
cidad máxima de las interacciones tmax. En comparación 
con las velocidados cósmicas de 10 km/s la volocidad de 
la luz, 300 000 km/s, jes ya casi infinitamente grande! 
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Capítulo 3 
LOS ESPACIOS Y LOS MAPAS 


3.1. LOS MAPAS DE VELOCIDADES 
EN LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD 


Tratemos de trasladar el método de los grafos cinemáticos, 
sobra ol cual se habló en el cap. 1, a la teoría de la relati- 
vidad. 

Imaginémonos a dos observadores inerciales A y B que 
se muoven uno con respecto al otro, miden las velocidades de 
diferentes objetos C, D, E, ... y escriben en una hoja de 
papel los resultados do las mediciones de acuerdo a la si- 
guionto regla. Al medir la velocidad del objeto siguiente 
X, cada uno de nuestros observadores traza en su hoja un 
vector desde el punto que lo representa a ¿l mismo, cuya 
longitud en las unidades do medición escogidas es igual a la 
magnitud de la velocidad del objeto X y la dirocción coincide 
con la dirección de movimiento do este objeto. (Recordemos 
que se están viendo sólo movimientos uniformes y rectilí- 
neos, que además ocurren en un solo plano, o si se quiero, 
en planos paralelos a un plano.) El punto sobre la hoja de 
papel, que corresponde al extremo del vector trazado sirve 
precisamente como representación de la velocidad del 
objeto X; se le denota con Ja misma Jetra X. Al final de las 
mediciones sobre las hojas de los observadores A y B apa- 
recerán los conjuntos de los puntos A, B, C,D, E, ..., 
a los cuales llamamos mapas de velocidades medidos por 
los observadores A y B o, brevemente, mapas 0K, y Kp. 
La regla do construcción de los mapas U se escribe fácil- 
mente: en el mapa Ka 


AZ =oma 81) 
dondo Da es el vector de la velocidad del objeto X com 
respecto al observador 4. 


Para encontror con ayuda de estos mapas, digamos, la 
velocidad del objeto € con respecto a A es necesario medir 
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la distancia entre los puntos A y € en el mapa K 4; el ángulo 
entre las direcciones de las velocidades de los objetos D y E 
con respecto a B es igual a la magnitud del ángulo DBE 
en ol mapa K y, etc. En el caso no relativista, como ya vimos, 
los mapas do velocidades de todos los observadores inerciales 
coinciden: sí se sobrepone, por ejemplo, el mapa X p sobre 
ol mapa K para que coincidan los puntos A y B marcados 
en ellos, entonces coincidirán todos los demás puntos corres- 
pondientes C, D, E, ... Gracias a esto, resulta sor sufi- 
ciente un solo mapa universal, en calidad del cual puede 
servir Ka, Kg y Ko, todos estos mapas son iguales. Cual- 
quier punto X del mapa puede servir como punto de rofe- 
rencia y Loda Ja información contenida en el mapa £'x, 
o sea, todos los datos sobre las velocidades de los diferent 
objetos con respecto al sistema de referencia X, ya está 
contenida en el mapa universal. En esto se apoya el método 
de los grafos cinemáticos. 

En la teoría do la relatividad la situación ya no es la 
misma. ¡Los mapas de velocidades Ka y K y do dos obser- 
vadores diferentes resultan ser diferentes! Recordomos 
que de acuerdo a la segunda parte del principio de relati- 
vidad do Einstein ningún sistema inercial puedo movorse 
con una velocidad superior a cierta velocidad máxima 
Pmáx, además, esta magnitud no depende del sistema de 
referencia y es igual a la velocidad de la luz c. Por 0so, el 
observador A, al construir su mapa de velocidades, descu- 
brirá quo todos los puntos caen dentro de un círculo con 
centro en el punto A y radio c. Este círculo es algo así como 
el mapa de todas las velocidades imaginables y el mapa Ka 
ya no ocupa todo el plano, como era en el caso no relativista, 
De acuerdo al prin de relatividad también el mapa 0 
del observador 2 resulta ser un círculo del mismo radio c, 
pero esta vez en su centro se situará el punto B. ¿Se podrán 
hacor coincidir estos dos mapas por medio do una simple 
superposición? Veamos Ja fig. 3.1: hicimos coincidir los 
puntos homónimos A y B do los mapas de nuestros dos 
obsorvadores; es evidente que los círculos mismos K, y K y 
con ello van a cubrirse completamento, pero no van a coin 
cidir. Si so sobrepone un círculo sobre otro para que coin- 
cidan, entonces no van a coincidir sus puntos homónimos, 
por ejemplo, el centro A del círculo Ka coincidirá con ol 
centro B del círculo K ;, pero no con su punto 4. (Con todo 
subrayaremos que en la región no relativista, cuando la 


35 
ES 


FIG. 34 


volocidad relativa del movimiento de los observadoros 
A y E es mucho menor que la velocidad de la 1nz, regiones 
no muy grandes cerca de Jos contros do los mapas Ky y Kg 
prácticamente coinciden al sobreponerlos con una exactitud 
tanto mayor cuanto menor es la velocidad en cuestión. En 
esla región actúan las leyes de la cinemática clásica.) 

Y sí, el razonamiento sobre el mapa universal del espa- 
cio de volocidades que tan exitosamento desarrollamos en 
ol cap. 1, no tieno lugar en la teoría de Ja relatividad. Los 
puntos homónimos en Jos mapas dle diferentes observadores 
están situados de diferente forma, y la distancia dol punto P 
a cualquier otro punto € medida en el mapa K_,, eu general 
no debe ser igual a la distancia entro los puntos correspon- 
dliontes del mapa K y. o sea, a la velocidad relativa 0 n. 
Además, on general esta distancia no puedo ser mayor que 
ol radio del mapa c (véase la fig. 3.1). Por eso, ahora no 
tenemos la posibilidad de, teniendo los resultados de las 
modiciones del observador A que fueron tomados en el mapa 
K a, determinar inmediatamente los resultados de las medi- 
ciones hechas por olro observador /2. En Lodo caso, las medi- 
ciones directas de las distancias en el mapa con ayuda de la 
regla o el cálculo de estas distancias por medio de las fór- 
mulas de la geometría euclidiana no sirven para este fin. 
Por lo pronto no contamos con uu mapa do velocidades wni- 
versal relativista, en el cual se pudieran dibujar grafos 
cinemáticos y después hacer cálculos partiendo de él. Pero 
no vamos a eruzarnos de brazos. Los geógrafos y los astró- 
nomos ya toparon con la misma situación. por eso las ana- 
Jogías y los ejemplos de estas dos ciencias antiquísimas nos 
sugerirán la salida. 
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3,2, UN POCO DE GEOGRAFÍA 


Los mapas de la superficie terrestre, desde el plano de una 
ciudad hosta el mapa do los hemislerios, han formado parte 
de nuestras cosas más usuales, pero no cualquiera se pone 
a pensar cómo se hacen estos mapas y cómo se ulilizan co- 
rrectamente. Por ejemplo, ¿cómo encontrar la distancia de 
Moscú a Jabárovsk por un mapa de la Unión Soviética to- 
mado de un allas escolar corriente? 11 método que viene 
primero a la cabeza, o sea, medir con wna regla la longitud 
dol segmento que «no los puntos correspondientes en el mapa 
y multiplicarla por el coeficiente de la escala, ¡es en esen- 
ria crróneo! Sólo para distancias relativamente no muy 
grandos, digamos, desdo Moscú hasta Kalinin o Lula, esto 
mótodo da un resultado suficientemente exacto. Una situa- 
ción parecida nos ha resultado con los mapas de velocidades: 
si las velocidados de dos sistemas con respecto a un obser 
vador A son pequeñas en comparación con la velocidad de la 
luz, entonces la velocidad do uno de ellos con respecto al 
otro es numéricamente igual a la distancia entro los puntos 
correspondientes en el mapa" Ka, pero al pasar a velo- 
cidades cercanas a la velocidad de la luz este método de 
cálculo de la velocidad por el mapa llevará a errores muy 
grandos. 

Esta analogía, muy importante para nosotros, se puede 
profundizar. Nos dirigiremos de nuevo a Jos «carlógrafos» 
A y B, pero ahora supongamos que ellos no van a ser obser- 
valores en dos sistemas de reforencia que se mueven uno con 
respecto al otro, sino geodestas que se encuentran en dos 
puntos diferentes. Supongamos quo ellos hacen los mapas de 
alguna región no muy grande, on la cual se encuentran Jos 
objetos €, 1), E, ... Vara esto, digamos, el geodesta 4 
urmado de un tolémetro óptico, un goniómelro, instrumentos 
do dibujo y una hoja do papel, mido ima tras otras las dis 
tancias hasta 43, €, D. E y los ángulos ontro las direcciones 
a estos objetos. Al medir la disluncia hasta el objeto signien- 
te X y su coordenada angular (azimut), él traza en la 
hoja de papel un vector desde el punto A, quelo representa 
a ól mismo. ol cual os igual en longitud (en la escala corres- 
pondiente) a esta distancia y está dirigido al objeto X, 
y marca en el mapa su extremo, el punto X. Exactamente de 


la misma manera hace su mapa el geodesta 4. Es claro que 
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mientras el asunto se refiere a una región no muy grande de 
la superlicio terrestre que puede ser considerada plana sin 
cometor a error considerable (se entiende que despreciamos 
el relieve), el geodesta B trabajará en vano; su mapa no 
se va a diforenciar del mapa del geodesta 4. En utras 
palabras, un mapa se puede sobreponer sobre el olro de Lal 
manera que los puntos, que son las represontaciones de cual- 
quier objeto on ambos mapas, van a coincidir. Do esla 
manera, como en el caso de los mapas de velocidades en la 
región no relativista, el mapa de una región no muy grande 
que os prácticamente plana, construido a partir de un punto 
inicial de referencia, es universal, o sea, que cualquiera de 
sus puntos so puede tomar como un nuevo punto de refo- 
rencia y las distancias (en las unidades apropiadas) y los 
ángulos on el mapa son iguales a las distancias y a los ángu- 
los correspondientes sobre la superficie de la Tiorra. 

Ahora aumentaremos la región medida y la distancia 
entre los goodestas, Para quo la diferencia sea palpable, 
mandaremos a A al Polo Norte y a B al ecuador, al «contro» 
del hemisferio oriental. El principio de construcción del 
mapa serú el mismo: cada geodesta se va a preocupar sola- 
mente por anotar correctamento en el mapa las distancias 
desdo el punto donde se encuentra hasta los otros objetos 
y los ángulos ontre las direcciones a todos los objetos posibles 
desde osle punto. En este caso, por distancia entre dos pun- 
tos se entiende, por supuesto, la longitud del camino más 
corto que lleva de un punto a otro sobre la superficio de 
la Tierra, o sea, como es fácil entendor, la longitud del arco 
do la circunforencia mayor *) de la Tierra que uno oslos 
puntos. Por ojemplo, la distancia del punto A a cualquier 
punto X es igual a la longitud del arco AX del meridiano 
que pasa por el punto X. En la fig. 3.2, a, b se da una vista 
aproximada de la red de paralelos y meridianos en los mapas 
A y B. El somicírcnlo inferior en la fig. 3.2, a y el somicírcu- 
lo superior en la fig. 3.2, » representan vna misma parte 
do la suporficie terrestre, el ecuarto» nordestal. Como vemos, 
estos dos mapas no se pueden sobreponer de tal manera que 
todos los puntos homónimos coincidan en ellos. Esto signi- 
fica que las distancias terrestres en nuestros mapac en gene- 
ral se deforman. Esto so ve bien en la fig. 3.2. La distancia 


%) Así so Haman las circunferentias en las cuales la esfera 
se Interseca con los planos que pasan por su centro. 
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entre dos puntos cualesquiera de los puntos A, B y C sobre 
la superfície de la Tierra es igual a la cuarta parte do la cir- 
cunferencia mayor de la esfera terrostro: AB y AC son las 
cuartas partes de Jos meridianos y BC es la cuarta parte del 
ecuador. Al mismo tiempo, en la fig. 3,2, a las distancias 
143 | y LAC | son íguales (e iguales por su construcción 
a sus valores reales), pero | BC | es Y 2 veces mayor, y en 
la fig. 3,2, b |AB|=|BC|>X+|AC |. Además, las mis- 
mas circunferencias mayores, las líneas más cortas sobro 
la esfera, o sea. las «rectas esféricas». se representan de 
manera diferente en nuestros mapas, por ejemplo, de los 
arcos iguales AB, AC, AD y BC el geodosta A representará 
los tres primeros como segmentos y ul cuarto como el arco 
de una circunferencia (fig. 3.2, a). y el geodesta B (fig. 3.2, 
b) sólo representará el camino AB de la wisma manora que 
Á y ol meridiano AD ¡en general no es ni recta ni circua- 
feroncia! 

Pero, ¿podrá ser que los defectos de estos mapas estén 
contenidos en los mapas mismos, o más exactamente, en el 
método de su construcción? Bueno, vamos a inlentar cons- 
truir los mapas do otra manera. 

El proceso de levantamiento de mapas-planos de regiones 
no muy grandes se puede presentar así. Sea que al anotar en 
el mapa un puuto X. el geodesta l mido con el telémetro 
óptico Ja distancia hasta la regla vertical colocada en el 
punto X. Cuanto más alejado está el punto X. tanto más 
larga debe ser la regla, ya que Ja superficie do Ja Tierra s» 
curva. (Incluso si se towa una reglu de la altura de la torre 
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FIG. 33 


de tolovisión de Ostánkino, la distancia desde la cual so 
podría ver dicho punto sería de ¡solamente 80 km!) Sin em- 
bargo, esto no nos dificulta imaginarnos cómo se vería el 
mapa de la Tierra construido con ayuda de estas reglas. El 
telémotro óptico de nuestro geodesta mide la distancia 
por la tangente al globo terrestre en el punto A hasta la 
recta OX, donde O es el centro de la Tierra (fig. 3.3), o sea, 
la distancia del punto A hasta el punto X” de la intorsoc- 
ción de la recta OX con el plano «, que es tangente a la 
esfora en el punto A. El punto X” se llama proyección central 
del punto X sobre el plano a desdo el centro O. Con este 
huevo método de levantamiento, ol mapa de una región 
grando de Ja Tierra se obtiene como resultado de la proyec- 
ción central de la esfera sobre cl plano tangente a ella en 
el punto A. En comparación con la primera variante, este 
método tiene nna cualidad importante: cualquier «recta 
esférica», o sea, cualquier circunferencia mayor de la esfera 
se representa a través do la proyección central como una 
recta común (por la cual se interseca el plano que contiene 
esta circunferencia mayor, con el plano a). Pero aunque on 
los mapas de ambos geudestas A y B las líneas más cortas 
sobre la esfora se representan de Ja misma manera, con rcc- 
tas, de todas maneras no es posible hacer coincidir estos 
mapas. En efecto, incluso si se ocupa todo el plano con el 
mapa, solamente podremos incluir en él la mitad de la 
esfera y además sin la circunferencia mayor que la limita, 
y en el mapa del geodesta A, quién se encuentra en el Polo 
Norte, en general no se encontrará el punto para el geodes- 
ta B, colocado en el ecuador. Para poder comparar, en 
la fig. 3.4 se da una vista aproximada de la red de los para- 
lelos y moridianos en los mapas A (a) y B (5). 
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Do nuevo fracasa el intento de constenir un mapa plano 
universal de nua esfera. Si nos dirigimos a la historia des- 


cubriremos que el problema de la ropresentación do la super- 
licie terrestre do una manera cómoda, exacta y completa 
preocupó al hombre desde tiempos muy remotos. Se con- 


sorvó el dibujo hecho en los tiempos do Itamsés 11, rey de 
Egipto en el siglo XIII antes de n. o. (fig. 3.5). En él so 
inuestran los caminos y el paso quo se oncuentra en el camino 
hacia las minas de oro. En este dibujo no so pueden detor- 
minar ni las distancias, ni las direcciones, pero sin embargo 
so puedo ver quo sobro el camino inforior se elovan los picos 
de unas montañas, y que on el camino superior estas monta- 
ñas so ven ya bajo los pies; aquí las deformaciones nos 
parecen ya desmedidas. La carta geográfica de Claudio Pto- 
lomeo (siglo 11 antes do n. e.) que ha llegado hasta nosotros 
len su versión en latín) fue levantada en baso a Ja red de 
coordenadas introducida por Tliparco y fue la más completa 
durante muchos siglos. Incluso los experimentados navo- 
gantes árabes que conocían bien el Mar Mediterráneo, 
dejaron solamente la descripción verbal de sus riberas. el 
derrotero. Las cartas de navegación de los siglos XIV—XV, 
llamadas portulanos, tenían en lugar de una red de coorde- 
wadas srosas de los vientos», abanicos de acimutes en unos 
santos lugares (fig. 3.6). El mapa estaba cubierto por una 
rod de abanicos «dle colores que permitían determinar el 
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FIG, 3,7 


rumbo de un barco con bastante seguridad para aquellos Liem- 
pos, pero las distancias entro los puntos eran conocidas mal. 
Bl desarrollo impetuoso de la navegación y el comercio en 
la ópoca de los grandes descubrimientos geográficos hubiera 
sido imposible sin la creación de cartas geográficas o mapas 
más perfectos. Un importante paso en esta dirección fue 
dado por Gerhardus Mercator (sig. XV). El por primera vez 
logró crear cartas que transmitían correctamente las mag- 
nitudes do los ángulos en la superficie de la Tierra, además 
en sus cartas los meridianos so representaban por medio de 
líneas paralelas, Estas cartas geográficas son cómodas sobro 
Lodo para la navegación marítima, ya que la recta que une 
dos puntos cualesquiera en la carta cruza todos los meri- 
«dianos con un mismo ángulo y, por consiguiente, la misma 
propiedad posee la línea correspondiente en la superficie 
de la Tierra, la lozodromia (el griego, «que corre inclinada»). 
Llevar un barco por la loxodromia es lo más fácil, sola- 
mente es necesario cuidar que el rumbo forme un ángulo cons- 
tante con la aguja de la brújula que siempre estará indi- 
cando hacia el "norte *). Las loxodromias que forman un 


1) En nuestro tiempo, gracias a los modernos medios de 
navegación, este razonamiento pierdo su valor. Es más importanto 
proporcionar la menor longitud del camino, o soa, el movimiento 
por las circunferencias mayores llamadas en cartografía ortodromias 
(del griego «que corre directamente»). Por eso, tienen una gran impor- 
tancia las cartas en las cuales las ortodromias se representan con 
rectas, en particular las cartas que se obtienen por medio de una pro- 
yección central. 
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ángulo recto con los meridianos, son simplemente paralelos, 
y en el caso de um ángnlo agudo éstas son curvas en forma 
de espirales que rodean en una dirección el Polo Norle y on 
otra dirección el Polo Sur (en la fig. 3.7 las líneas gruesas 
abajo y arriba representan una de las loxodromiss). Poro 
también en las cartas en la proyección de Mercator las dis- 
tancias se representan con distorsiones que crecen rápida- 
mente al acercarse a los polos (una carta completa do este 
tipo ocuparía una banda infinita). 

Después de Mercator fue inventada una gran cantidad de 
otras proyecciones cartográficas. (Por ejemplo, en la fig. 3.7 
so conservan las praporciones a lo largo de cada moridiano 
y cada paralelo y los ángulos rectos entre ellos, sin embargo 
paralolos diferentes lieneu una misma longitud.) 

Poro un mapa o una carta gevgráfica en la que las dis 
tancias Lerrosires so represontaran sin distorsiones de Lodas 
maneras no fue creada, Ya es hora de «descubrir las cartas», 
puos tal carta os imposible construirla, Do acuerdo al teorema 
domostrado por Leonardo Euler en 1777, ningún podazo, 
incluso un pedazo infinilamonte pequeño, de ima esfera puedo 
sor convertido en un plano, o Sea, proyectado solro éste 
do tal mancra que la distancia ontro dos puntos cualesquiera, 
medida sobre la esfera, sea exactamente igual a la distancia 
ontro sus representaciones on el plano, La esfera es curva. 
he aquí por qué en principio es imposible construir una carla 
plana universal para oll 

Y siw embargo, La carta universal de la Tierra existe 
y es bien conocida, solamente que no es plana. ¡Es el globo 
Lerráqueo! Si nuestros goodoslas dibujaran sus mapas no 
en una hoja de papel plana, sino sobre la suporticio de una 
esfera, entonces ellos, evidentemente, obtendrían mapas 
iguales, globos terráqueos. El geodesta 1 que conskruyó 
un globo terráqueo eu baso « los resuitados de sus mediciones, 
efectuadas desde su punto de referencia, puede reconstruir 
fácilmente los resultados de las mediciones hechas por cual- 
quier geodesta /3 midiendo las distancias en su globo torr 
queo desde el punto 4 a los otros puntos. Si oste globo Lerrá- 
queo ya fue construido, entonces cualquiera de sus puntos 
se puede Lomar como us muevo punto de referencia y deler- 
minar la distancia hasta enalquier punto del globo, o sea, 
do la Tierra. ¿No sería correcto suponor que el campo más 
apropiado para los grafos cinemálicos relativistas es no un 
plano, sino cierta superficie curva, ol «globo de velocidades»? 
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Y do la misma manera que un globo normal es una copia 
pequeña de la Tierra, el globo de velocidades ¿no es la copia 
de cierto «espacio de velocidades» curvado desconocido para 
nosotros? Esla hipótesis no debe parecernos tan extraña, 
ya que en la física moderna las hipótesis y los modelos más 
singulares llovan a resultados y conclusiones correctas. Pero 
antes haremos im paréntesis más y conoceremos un espacio 
más ilustrativo y palpable, pero no tan común, cuya gea- 
metría es muy cercana a la geometría del espacio de veloci- 
dades relativista. 


33, LOS MAPAS CELESTES 
Y EL CIELO ESTRELLADO 


El segundo ejemplo de los mapas que vamos a ver son los 
mapas del cielo estrellado. La manera más fácil de obtener 
un mapa celeste es por medio de la fotografía. Precisamente 
nosotros vamos n examinar estos mapas-fotografías y vamos 
a considerar que la toma se hace con ol aparato fotográfico 
más primitivo, con la llamada «cámora obscura». Esta es una 
coja no transparente, en una do cuyas paredes se hace un 
orificio pequeño O (diafragma) y en la pared opuesta se fija 
una placa fotográfica. La ostrella A (fig. 3.8) so imprimo 
en el Ingar dondo la recta OA cruza el plano de la placa. 
Nosotros ya hemos visto un método análogo para la cons- 
trucción de las cartas yoográficas; recordemos que este 
método se lama proyección central 1). Es interosante que 
ol mapa celeste más antiguo de Tales de Mileto que ha lle- 
gado hasta nosotros también fue construido por medio de la 
proyección central. 

Intentaremos, con ayuda de los mapas-Sotografías celestes 
y el cielo estrollado, entender la situación con la que choca- 
mos al empezar a estudiar la cinemática relalivista. Los 
mapas de velocidades Ka y K y hechos por dos diferentes 
observadores A y B se pueden comparar con dos diferentes 
fotografías Ka y Ky del cielo estrellado, tomadas en dos 
posiciones diferentes del aparato fotográfico, cuando está 
dirigido a la estrella A y a la estrella 3. A las mediciones de 
las magnitudes y las direccionos de las volocidades efectua- 


1) En cartografía la proyección central también se llama 
Irecuentemente proyección gmomónica (guomon es el reloj de Sol). 
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FIG. 3.8 Placa tofografica 


das por cierto observador les corresponden las mediciones 
de las distancias y los ángulos efectuados directamente 
según la fotografía dada y el paso de un sistema de refe- 
rencia a otro es el paso de una fotografía a otra. Así como 
son diferentes los mapas de velocidades, de la misma manera 
fotografías diferentes se ven diferentes, y wo so les puede 
hacer coincidir por medio de una simple superposición. Sin 
embargo, todas las fotografías son en esencia representacio- 
nes del mismo cielo estrellado, y la diferencia entre ellas 
ostá dada por el cambio de la posición de la cámara. Exacta- 
mente igual los mapas de velocidados están relacionados 
con un sistema de referencia o, si se prefiero, con el «punto 
de vísta» del observador en cuestión y por eso so diferencian 
uno de otro. Pero con estos mapas incomplelos so puede 
intentar construir un cuadro general, una idea general sobre 
el espacio de velocidades que ya no dependa de un punto 
de vista concreto, annque cada observador lo «vea» a su 
manera. Para construir este espacio y comprender su estruc- 
tura, nos será necesario entender como están interrelacionados 
los datos de las mediciones de diferentes observadores y 
aprender a transformar wn mapa en otro. Cuando este espa- 
cio esté construido y estudiado, se podrán olvidar las trans- 
formaciones de los mapas de velocidades. Podremos traducir 
inmediatamente los datos de cualquier observador al lenguaje 
de este espacio universal y después calcularlos para el siste- 
ma de referencia de cualquier otro observador. Recorrer 
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este camino trazado por nosotros no es fácil, pero para nues- 
Lra suerte, os posible conocer sus otapas básicas on el ejemplo 
inás familiar y sencillo del cielo estrellado y sus mapas. Ahora 
nos dedicaremos a esto. 

Primeramente estudiaremos las transformaciones de log 
mapas colestos. De aquí en adelanto nos sorá más cómodo pro- 
yoctar sobre el plano a, colocado frento al punto O, y no 
detrás de él, como en el aparato fotográfico (tig. 3.9). Es 
claro que esto cast no cambia nada. Del método de construc- 
ción de los mapas inmediatamente se deduce que uu mapa se 
obtione a partir del otro con ayuda de uma proyocción cen- 
tral. En efecto (fig. 3.10), nua ostrella cualquiera X se 
representa en los mapas Ka y Kn por medio de los puntos 
Xa Y X ys que son los puntos de intersección de una misma 
recta OX con los planos K, y Kp, así que, digamos, X y 
es la proyección de X, del centro O sobre el plano K y. 
Subrayemos una propiedad evidente pero muy importante 
de esta Lransformación: cualquior recta on un mapa se 
proyecta como una recta en el otro mapa. Esta propiedad 


FIG. 3,10 
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se llama precisamente así, proyectiwidad; a esta propiedad 
lo ha sido dado jugar un papel determinante en el estudio 
de la goometría del espacio de velocidados relativista, 

Ahora pasaremos al estudio de la geomelría del cielo es- 
trellado y Lrataremos de obtener las fórmulas que permitan 
pasar de un mapa-fotografía a otro, evitando un camino no 
muy eloctivo, la proyección central. Para esto es necesario, 
anles que nada, construir un modelo matemático apropiado 
del cielo estrellado, ajgún espacio, para el cual nuestras 
fotografías sirvieran como mapas. Notemos que a un punto 
en la fologralía le correspondo no uno, sino muchos puntos 
del espacio que nos rodea o, más exactamente, todos Jos 
puntos de un rayo con origen on el centro de la proyección 
(el punto de observación) O. Se puede decir que el mapa 
celeste es un mapa del «espacio», en el cual el papel de puntos 
es jugado por todos los rayos posibles con un origen O, el 
espacio de rayos. llegamos a una conclusión un poco inespo- 
rada: el modelo más adecuado dei «cielo ostrellado» es el 
espacio de rayos. Por otra parte, no hay nada de desacostum- 
brado en el hecho de Jlamar «punto» a un rayo. En cualquier 
libro o artículo do astronomía usted encontrará frases como 
Ja siguiente: «la ostrella Lal se puedo ver en tal punto de la 
eostora celeste», sin embargo, al no se sobreentiende que 
es el punto de cierta esfera e incluso 11 siquiera un punto 
concreto del espacio, se liene en cuenta que es la dirección 
a lo largo de la cual es necesario mirar para poder vor la 
estrella, “Desde luogo. no hubiera habido necesidad «de ha- 
blar del espacio de rayos si Lodo so hubiese limitado a Ja- 
mar «puntos» a los rayos. La esencia del asunto 0s más pro- 
funda, resulta que el espacio do rayos posee una geomelría 
no menos rica que la geometría cuclidiana dol plano, 

Al empezar a hablar de esta geomelría, anles que nada 
debemos aclarar el sentido que lienen on el espacio de rayos 
los conceptos geométricos básicos: distancia, rocla y ángulo. 
Esto os muy fácil: nosotros a veces on la práctica los utiliza- 
mos sin darnos cuenta de ello. Recordemos, por ejemplo, 
la regla bien conocida para el cálculo aproximado de la 
posición de la Estrella Polar: imaginariamento se unon las 
dos estrellas oxtremas del cucharón de la Osa Mayor (a y $ 
en la fig. 3-11) con una recta y en ésta se marca cinco veces 
la distancia entro ellas. Cualguiera de nosolros, sin pensar, 
puede hacer esta construcción imaginaria, Pero si Se pro- 
Tundiza en lo que realmente se está haciendo, entonces usted 
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ontenderá como es necesario definir los conceptos básicos 
do la geometría do los rayos. (Sus nombres los vamos a tomar 
entre comillas para evitar confusiones con los conceptos de 
la goometría común.) 

Y así, como «distancia» entre dos «puntos»-rayos OA y 
OB tomaremos la magnitud del ángulo A0B. Para simpli- 
ficar la escritura vamos a denotar los «puntos» OA, OB, ... 
con letras tipo somigrueso 4, B, ..., y la «distancia» entro 
A y B con el símbolo | AB |... Es natural lamar «recta» en 
un espacio de rayos al conjunto de todos los rayos-«pumtos» 
que se encuentran en un mismo plano, «segmento» AB, al 
ángulo plano AOB, «ángulo» ABC, al ángulo entre los semi- 
planos AUB y COB con la frontera Ol (fig. 3.12). 

En base a estos conceptos es fácil contemuar la Dista de 
dofiniciones de la geometría de los rayos por analogía con 
la geometría común. En esencia, la geometría de los rayos 
es un lenguaje cómodo, con el cual se pueden describir dife- 
rentes propiedades geométricas de las figuras formadas por 
rayos con un origen común. Es digno de asombro que en 
este lenguaje podemos utilizar palabras del lenguaje de la 
Planimetría y, lo que es más importante, formar con ellas 
una gran cantidad de frases que son igualmente ciertas en 
ambas interpretaciones. Resulta que la geometría del espacio 
de rayos en muchos sentidos es cercana a la geometría del 
plano euclidiano, lo cual no es muy evidente a primera vista. 
Vale la pena subrayar esta circunslancia, ya quo en el 
espacio de velocidades relativista, más alejado del plano 
por su propia naturaleza que el espacio de rayos, también 
descubrimos sus rectas, ángulos, distancias, etc. 
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3.4. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE RAYOS 


La geometría de los rayos es simplemente una do las ra= 
mas de la estereometría, y todos sus teoremas pueden ser 
demostrados con ayuda de consirucciones y razonamientos 
espaciales comunes. Pero no vamos a olvidar que el espacio 
¿le rayos es solamente un polígono de prueba, en el cual puli- 
mos los métodos de estudio de la geomotría del espacio do 
velocidades. Y a éste lo tendremos que estudiar casi a cio- 
gas, sin tener idea de cómo so vo. Todo lo que podemos saber 
sobre él está contenido en los mapas de velocidades. Por 
eso, vamos a hablar de cómo se oblicnen los Icoremas sobre 
ol espacio de rayos, utilizando sus mapas-fotografías. La 
idea básica es sencilla. Primero aclararemos cómo la ostrue- 
tura goométrica dol espacio de rayos se refleja en sus mapas 
y dednciremos las reglas exactas quo permiten pasar dol es- 
pacio a los mapas y vicovorsa. Despnós de esto, con su ayu- 
da, se podrá transformar cualquier hecho geométrico cierto 
para los mapas, o sea, en la planimotría ouchidiana común, 
en wn teorema de la geometría de los rayos. 

Al lector quo no tieno inclinación o no está acostumbrado 
a entrar en el espeso bosque de los detallos matemáticos 
lo recomendamos omitir el texto que viene más adelanto has- 
ta la pág. 56. Es conveniente regresar a esto lexto antes 
de leor los apartados 4.5 y 4.6, en los cuales la misma idoa 
general e incluso detalles del razonamiento se aplican pará 
la deducción de fórmulas de la geometría del espacio de velo- 
cidades relativista. 

Recordemos que por su construcción cada rayo («punto») 
se representa en el mapa con un punto, en el cual aquél so 
interseca con ol plano del mapa. Para concrotizar vamos a 
considerar que la di desde este plauo hasta el punto 
O, el origen de los rayos, es ignal a 1. Como Aa designaro- 
mos el mapa, cuya plano es perpendicular al rayo OA (fig. 
3.9) 

Es evidente que las erectas» del espacio de rayos se repro- 
sontan en Jos mapas-fotografías como rectas comunos y los 
«úmguloso y esegmentos», por regla, como ángulos y segmen- 
tos comunes *). Las magnitudes de los «ángulos» y las lor 


1) Por cierto, algunas veces wn cángules puede representarse 
com una banda o un semiplano y un «segmento», con nn rayo. ¡Piensen 
cuándo sucede esto! 
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y 


tudes de los esegmentos» al pasarlas al mapa, claro está, se 
doforman; sin embargo, en Jos casos más sencillos es fácil 
encontrar fórmulas que relacionan las distancias y los ángu- 
los, que nosotros medimos con wa regla y un transportador 
directamente en los mapas, con las «distancias» y «ingulos» 
correspondientes en el espacio de rayos. La dependencia más 
sencilla so obtiene cuando por el mapa K4 se determinan 
las «distancias» desde el «punto» A y las magnitudes de los 
«ángulos» con vértice en este «punto». 

Scan A, 88, C las representaciones de los «puntos» A, 
B. Con ol mapa Ka. Entonces, primeramente, la distancia 


pa 
euclidiana | 48 | (fig. 3.13) es igual a 104 | lg AOB y. 
ya que [04 | 41 y la magnitud del ángulo 408 es la 
«distancias entre los epuutos» A y B del espacio de rayos, 


ABLA Ig lASB lr. la) 


«onde como | 48 | y se denota la distancia medida cu el 
mapa Ap. En segundo lugar, el ángulo BAC (fig. 3.14) se 
obtiene en la intersección del ángulo diedro 3 (04) C con 
el plano del mapa X 4. que os perpendicular a su arista OA y, 
por consiguiento, es un ángulo lineal de este ángulo diedro, 
o sea, es igual en magnitud al cángulo» BAC en el espacio de 
rayos: 


un «ángulo» con vértice en el puntos A se 
representa en el mapa K4 sin deformaciones. — (3.2) 


Veamos un caso particular más bastante útil, en el cual 
la dependencia buscada es tan sencilla. Supongamos que el 


$2 


«ángulo» ACB en el espacio de rayos es un ángulo recto. En- 
tonces (Lig. 3.14) el plano OBC es porpendicular al plano 
OAC; pero Lambién el plano ABC os perpendicular al plano 
OAC (porque óste es perpendicular a la recta 04). Por eso, 
la recta BC, en la cual se intersecan los planos OBC y ABC, 
también os perpendicular al plano QAC, y por lo tanto, los 
úngulos BCO y BCA son ángulos reclos. 
En primer lugar, de aquí se deriva que 

un sángulo recto» en el espacio de rayos, cuyo 

lado pasa por el apunto» A (el ángulo» BCA), 

se representa en el mapa K , con un ángulo 


recto euclidiano (el ángulo BCA) 63 
Jn segundo Ingar, del triámgulo OC con ol ángulo recto 
en el vértice €, encontramos que | BG | += 10€ 1tg ñ00, 


Hs 
pero |OC| + |0A Vcos ÁOC, y 104 |= 


IBC LA tg | BC |./cos | AC |1. si ABC es um án 


Ahora podemos deducir tas relaciones entre los lados y 
los ángulos de los «Lriángulos» en el espacio de rayos, en 
otras palabras, entre dos ángulos planos y los ángulos diedros 
de Jos ángulos triedros 1). En ofecto, las depondoncias (4.4) ... 
..:(3.4) permiten expresar los elementos (las Jongitudos de 
los lados y los ángulos) del triángulo rectángulo ABC on cl 
mapa K , a través de los elementos del «triángulo» corrospon- 
diente ABC (véase más abajo las fórmulas (3.5). Por oso, 
os suficionto tomar cualquier relación entre los elementos 
del triángulo roctángulo «enclidiano» ABC. por ejemplo, 
el teorema de Pitágoras, sustituir las cantidades que entran 
en ella por sus expresiones a través de los elementos del 
«lriángulo» AB a ostá preparada la siguiente relación 
métrica ale la geometría de Jos rayos! Al combinar los resul- 
tados obtenidos encontraron nuovas fórmulas, ontre las 
enales habrá algumas gue no lengan una avalogía directa 
con la geometría cuclidiana. Y de los «triángulos» reclángu- 
Jos uo es difícil pasar a cualquier lipo de triángulo. 


1 
chos de nues 
bajo la redacción de 


as relaciones, probablemente, son conocidas por_mu- 
os lectores. por ejemplo, el tibro «Goomotría-. 
A pets (en ruso). 


Denotemos las «longitudes» de los lados AB, BC, CA 
dol etriángulo» ABC en el espacio de rayos como c, 4, h 
correspondientemente y las magnitudes de los «ángulos» 
de los vértices A, B, C como a, B y y- De una manera análo- 
ga, las longitudes euclidianas do los lados del triángulo 
ABC, que representa al etriángulo» ABC en el mapa Ka, 


serán denoladas como e,, 41, D,. y sus ángulos como A, B, €. 
Primero supongamos que el «triángulo» ABC os un trián- 
gulo rectángulo y y = 1/2; entonces de las relaciones 
(3.4)...(3.4) se deriva gue 
estee hi =1gb, a. tyalcos o, (3.5) 
4=a C=y=3/2. 
Deduciromos algunas de las relacit 
raclorísticas para el «triángulo» ABC. 
Un cateto, la hipotenusa y el ángulo entre ellos. Jn ol 


mapa tiene lugar Ja fórmula 6, = cy cos 41; de aquí, debido 
a (3.5), en el espacio de rayos 


métricas más ca- 


gb tgecos a. 13.6) 


Dos eatelos y el ángulo adyacente a uno de ellos. 


el mapa: a, — b, tg A; en ol espacio de rayos: lg a/cos b 
=igbtuao 


ba sen Diga. 67 


Dos eatelos y la hipotonusa (teorema de brtágores . En 
el mapas ei el espacio de rayos; tete == 
== tg? a/cos'2L | '1g* 0. Lransformaremos esta Vesta ute 
lizando la identidad Ig 2 .. l/cos* 2: 


Wc+hd = 


1 
coth — cosra cosido 


Ty TES 


lea 
— costo 


E y 


ó cost e == cos? a cos” b. Si las eJongitudes» de los lados del 
«triángulo» ABC, o sea, los ángulos AOB. BOC, AOC no 
son mayores que 1/2 (lo que prácticamente so sobreentiende, 
ya que en caso contrario el «triángulo» ABC no cabría en el 
mapa Ka; véase la fig. 3.14), entonces Jos números cos e, 
cos a y cos hb son positivos, por lo tanto, 


«os e -: cos a cos b. (3.8) 
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Este es el «Leorema de Pitágoras» en la geometría de los ra- 
yos. No es difícil demostrar que efectivamento la fórmula 
(3.8), así como (3.6) y (3.7), es cierta para cualquier «trián- 
gulo» rectángulo. 

Deduciremos la siguiente relación partiendo de (3.7) 
y (8.8). Desde el punto de vista de la geomotría euclidiana 
esta relación aparece de una manera inesperada. 

Dos ángulos y la hipotenusa (!). Todas las fórmulas que 
homos demostrado exprosan determinados hechos de la geo- 
metría de los rayos y por sí mismas no tienen ninguna rela- 
ción con ningún mapa. Por ejemplo, una relación del tipo 
(3.7) es igualmente cierta para ambos ángulos no rectos 1) 
de un «triángulo», en particular, tg b = son a lg P. Multi- 
plicando los primeros y, respectivamente, los sogundos 
miembros de esta igualdad y de la igualdad (3.7), obtendre- 
mos tg a tg b = sen asen b tg a tg $ ó cos a cos b == clg ax 
xctg P. De aquí, porel eteorema de Pitágoras» (3.8) tenemos 


ctg a ctg $ = cos e 69) 


Y así, conociendo los dos ángulos no rectos de un «tri- 
ángulo» rectángulo so puede calcular su «hipotenusa» y, por 
lo tanto, los «catetos»; do esta manera, en este caso un «bri- 
ángulo» del espacio de rayos se determina completamento 
por sus ángulos. Además, resulta que dos «triángulos» cua- 
lesquiora con ángulos correspondientemente iguales ¡son 
congruentes! 

Se puede obtener un corolario interesante más de 
(3.9) sí se toma en cuenta que cos e < 1 y por eso ctg a < 
< tg p — ctg (1/2 — B). De aquí so deriva quo a > 1/2 — 
— Bo sea, que la suma de los ángulos a + $ +y=0 + 
+ $B + 2/2 do un «triángulo» rectángulo ABC os mayor que 
a. Esto también se puede demostrar para un «Lriángulo» ar- 
bitrario dividiéndolo en triángulos rectángulos. 

El siguiente paso es aprender a «resolver» cualquier brián- 
gulo on el espacio de rayos. Pero aquí nos detoudromos, dan- 
do sólo una relación más: 


cos a == cos b cos c+ sen D sen e cos a. (3.10) 


Esta relación se lam 


stcorema de los cosenos» de la geo- 
motría de los rayos ( 


juzgando por la escritura, es digna 


3) No decimos ángulos «agudos», porque en un «triángulo» 
rectámgulo se puedon tener 1eluso dos ángulos obtusos (dé un ejemplo). 


55 


de llevar ese nombre). El loctor puede conocer el «teorema 
de los senos» y no más (!) de «los cosenos» en ol suplemento 
4 de osto capítulo, Todos estos teoremas se demnestran exac- 
tamento de la misma manera que los teoremas homónimos 
de la geometría de las velocidades relativistas, sobro los 
que vamos a hablar detalladamente en el apartado 4.6. 
Para terminar la plática sobre el espacio de rayos, quere- 
mos diseniparnos porque conscientemente hemos tratado de 
conservar en secroto el mayor tiempo posible su identidad 
verdadora. Por cierto, confiemos en que nuestro lector pers- 
picaz hace tiempo que ya descubrió este pequeño secrot 
el espacio de rayos y la esfera ¡ son en esencia una misma co- 
sal En efecto, veamos una esfera con radio 1 y con centro en 
el punto O, ol origen de todos los rayos, A cada uno de sus 
puntos P de correspondo uno y solamente un «punto» P del 
espacio de rayos, el rayo OP. Con esto, la «distancia» entre 


dos «puntas» enalesquiera P y Q, o sen, ol ángulo 20%, evi- 
dentomente, es igual en magnitud a la longitud del arco PQ 
do la circunferencia mayor de la esfera. Pero esta longitud 
es, precisamente, la distancia entre los puntos P y Q medida 
sobre la esfera, Además, a cualquier «recta» de] espacio de 
rayos (plano) le corresponde una «rccta esférica» (la circun- 
forencia mayor, que os la intersección de este plano con la 
esfera). En general, a cualquier concepto de la geometría 
de los rayos le va n corresponder wn concepto completamente 
adecuado de la geometría esférica, y cualquiera de las fór- 
mulas (3.6)...(3.10) so puede Jeer como una fórmula de la 
«trigonomotría esférica», por ejemplo, el «teorema do los co- 
senos» (3.10) puede sorvir con el mismo éxito para la delor- 
minación do la distancia angular entre las estrollas 2 y € 
por un mapa celeste K, y para el cálculo de la distancia on- 
tre Moscú y Jabárovsk por un mapa geográfico. Como dice 
un conocido aforismo: las matemáticas son el arte de amar 
diforentes cosas con nombres igualos, y las mismas cosas 
con nombres diferentes. Utilizando nuestra terminología 
cartográfica, se puede decir que la esfera os el mapa univer- 
sal del espacio de rayos. Y nosotros sabemos que estos mapas, 
los globos celestes, se usan en realidad. El espacio de rayos y 
el proceso de construcción de su mapa universal so pueden in- 
cluso ver personalmente en el planetario, donde los rayos 
que salen del aparato de proyección proyectan las imágenes 
de las estrellas y planetas sobre una cúpula eslérica. 
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¿QUÉ ES EL ESPACIO 
DE VELOCIDADES? 


Los ejemplos que hemos visto nos permiten suponor que 
los diferentes mapas de velocidades se pueden entender como 
las diferentes imágenes planas de un espacio único, como si 
fueran sus «fotografías» hechas con diferentes escorzos. Ade- 


más, en la teoría de la relatividad este espacio, a Juzgar por 
todo lo que se conoce, es encorvado, y por eso no se logra re- 
prosentarlo en el plano de una manera exacta, sin doformacio- 
nes. Alora nuestra tarea es desarrollar esta idea y, antes 
que nada, establecer el sentido que tienen en la geometría 
de las velocidades las palabras «punto», erecta», «distancia», 
ote. Debemos aprender a hablar de la cinemática en el len- 
guajo de la goometría. 

Veamos como so resnelve este problema en el caso no re- 
lativista, del enal ya nos ocupamos en el cap. 1. Entonces 
nosotros casi pudimos prescindir de Lodo tipo de ideas als- 
tractas sohre el «espacio do velocidades». sus epunLos», 
«roctas» y cosas parecidas, pues así de ovidente y limitada 
vra la relación entre la cinemática y la zoometría euclidiana. 
Recordemos: al elegre en el plano un punto arbitrario 4 
que corrospondo « alzún sistema inercial de roferencia Al 
y al cotejar enalquier objeto X que so mueve con ma velo 
cidad constante (a un sistema de referoncia, a un cuerpo 
material, a una partíenlo, a un observador, a cualquier cosa) 


con wn punto del plano X do acuerdo a la regla AX + 0415 
nosotros obtenemos um mapa de volocidades Ay. Y aquí le- 
nemos suerte, Podemos olvidar que empezamos con nn cierto 
sistema de referencia A. En la relación ostablecida entre los 
puntos del plano y los sistemas inercrales do referencia, todos 
los puntos y Lodos Jos sistemas resultan equilalivos. Kn vi 
tud de la regla de la suma de las velocidades, para dos siste- 
mas cualesquiera 13 y € el vector de la velocidad relativa 


Vej u será igual en magnitud y dirección al vector BE que 
une dos puntos correspondientes del plano, Por eso, cual- 
quier problema sobre las velocidades relativas momentá- 
neamonte se transforma en un problema do la planimetría 
enclidiana. 

En la teoría de la relativid 
ln el mapa de velocidades reli 


lla sitivación es diferente. 
ivista del observador A, 
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en el círenloK , se destaca mn punto, su centro A. La ley clá- 
sica do la suma de las velocidades aquí no tiene lugar, y la 


simple igualdad AX — 0xj2, que la ponemos de baso de 
la construcción del mapa? Ka, ya no so puede aplicar a 
dos puntos cualesquiera do este mapa. Los mapas de velo- 
cidados que en el caso no relativista se les podía identificar 
uno con otro e inmediatamente verlos como un espacio de 
velocidades nniversal, ahora son diferentes proyecciones pla- 
nas de un mismo espacio «universal». Por adelantado no sa- 
bemos nada sobre este espacio, es por eso que debemos empe- 
zar por las definiciones de los conceptos geométricos básicos 
en el espacio de velocidades. Y ya que el lenguaje geomótri- 
co está llamado a servir para la solución de los problemas de 
la cinemática, entonces Lambién es nocosario expresar estos 
conceptos « través de las magnitudes básicas que se examinan 
en la cinemática, o sea, directamente a través de las veloci- 
dades relativas. Esto vs muy fácil de hacer on el caso no rola- 
tivista, ya quo enalquior concepto de la guomotría ouclidia- 
ha puedo ser descrito con ayuda do vectores, y el vector que 
une dos puntos en ul espacio de velocidades no relativista 
simplemente os igual al vector de lu velociilad relativa do 
los dos sistomas de referencia correspondientes. Trataremos 
de aplicar las definiciones obtenidas de esta manera a la teo- 
ría de la relatividad. 

Y así, supongamos que a cada sistema inercial de rofe- 
rencia se le la puesto en correspondencia sólo un punto de 
cierto conjunto del espacio 7* de velocidades En el caso no 
relativista, en calidad de este conjunto se puede tomar un 
plano. En la teoría de la relatividad ya no tenemos una idoa 
tan ¿lustral sobre este espacio, pero al fijar cl ema de 
roforencia A. podemos por proceduniento eslámlar ropre- 
sentar este espacio en el plano en forma de un círculo, del 
mapa de velocidades A... Con ello, a cada punto X del mapa 
lo corresponde justa e un solo sistema inercial X (que 
se nueve con respecto al sistema A con la velocidad 0x14 = 


AX) y, por lo tanto, exactamente un solo punto del espa- 
cio de velocidades 7”: 

a cualquier objeto X que se mueve uniformemente 

y en línea recla con respecto a los sistemas iner- 

ciales de rejerencia le corresponde un punto úmi- 

co en el espacio de velocidades (el cual de 

en adelante vamos a denotar como X) Aqní 
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Claro, este mismo punto también corresponde a todos los 
otros objetos que se encuentran inmóviles en el sistoma on 
reposo X. Algunas veces nos será más cómodo decir que «el 
punto X representa en el espacio 3” la velocidad del objeto 
X». Esto no es totalmente correcto, pero completamente en- 
tendiblo: prefizaudo cualquier sistema do referencia A, no- 
sotros podremos conocer Lodo lo posible sobre Ja velocidad 
relativa vx, 4 on baso a la disposición de los puntos X y Á 
en el espacio de velocidados. 

Ahora es necesario traducir al lenguaje cinemático las 
palabras «recta», «ángulo», «distancia». Estos y otros Con- 
coptos de Ja goomolría de las velocidados con frocuencia los 
lMamaromos brevemente recta 7”, ángulo Y”, ote, 

Empecenios por las rectas 7”. Tres puntos Al, B y € del 
espacio de velocidados no relativista, del plano euclidiano, 
so encuentran en una recta cuando y sólo cuando los vectores 
JU y XC son culinenlos ,o sen cuando son colinoalos los vec- 


toros de las volocidados D yy 4 Y Oc, a. Nosotros podemos tras- 
ladar sin ninguna dificultad esta condició 


ión al espacio 7” 
relativista. Y así, un punto-$” C se encuentra en una recla- 7” 
AB cuando y sólo cuando las velocidades relativas Loya Y Uma 
son colincales. Vin el mapa de velocidades del observador 4 
los putos A, B y € se encuentran on una recta, más exacla- 
mente, en uno de los diámetros del círenlo X 4. Es ovidonte 
que lo mismo también es cierto para Jos mapas 3 'K y y Kc 
Aclararemos el sentido ¡Instrativo de nuestra definición. Ya 
que nos intoresan solumente las velocidados relativas, y no 
ol Jugar dlonde so encuentran los observadores A, B y C. 
entonces se puede considerar que en cierto momento ellos 
se encontraban en el mismo punto. Entonces desde el punto 
de vista de cualquiera de ellos, los otros dos observadores 
se ve a mover con velocidados conslanlos por un mismo 
«camino» recto, en el cual so encuentra él mismo. Por ejem- 
plo, unos ciclistas que so desplazan con velocidados constantes 
(vero, probablemente, diferentos) por un tramo recto de una 
carretora, un operador de televisión que pasa volando sobre 
ellos en un helicóptero y im comentarista de Lelevisión que 
so encuentra en el final de la carrera, todos ellos se repre- 
sentan en el espacio de velocidades con los puntos de una 
misma recta 7”. 

Enel coso no relativista el 
AB y AC, evidentemente, es 


rgulo-7"BACentre los rayos T” 
jal al ángulo omtro los vec- 


59 


Lores AJE y AC, 0 sea, al ángulo entro los vectores do las 
velocidados 0,14 Y Pera de las partíenlas 8 y € desde el 
punto de vista de un observador 0n el sistema de referencia 
A. Debenios conservar esta relación también eu la teoría de 
la relatividad. En efecto. se pueden disminvir las mago 
des de Jas velocidades de las partículas £ y C con respecto 
al observador A sin cambiar sus direcciones. En el espacio 
de velocidades los puntos 7” correspondientos B y (se van a 
acercar hacia el punto- 7* A por dos rayos, por los lados del 
ángulo BAC. Con esto, el ángulo-F” BAC y el ángulo entre 
los vectores de las velocidades, evidentemente, van a con- 
servarso constantos, y en el límite no relativista, cuando las 
volocidados se hagan pequeñas en comparación con la volo- 
cidad de la luz, obtendremos que 


ZN 
BAC=0ma. Coque 


Tasta ahora todo ha funcionado sin problemas, Jas doi 
micionos se trasladaban por sí mismas del caso clásico al ciu 
so rolativista. Pero ahora, cuando nos acercamos al último 
Y, probablemente, el más importante momento, la defini- 
ción de la distancia F-, chocamos con una particnlari que 
os propia precisamente «de la teoría de la relatividad y que 
esti rolacionada con el carácter limitado de la velocidad de 
la propagación de las interacciones. La distancia entre dos 
puntos A y B del espacio de velocidades no relalivista os 


del vector 42. o seo, a la magnitud de la 
velocidad relativa Opa: | AB] = Un 4- a fórmula con- 
enoeda maravillosamente con la ley clásica de la adición de 
volocidades, Jn efecto, veamos los sistemas de referencia 8 
y, C que so mueven en una misma dirección con respecto al 
sistema A de tal manera que en el espacio de velocidades los 
puntos Á, B y C se encuentran en una recta, además, B 
so encuentra ontro A y C. Entonces la distancia | 4C | 
es igual a la suma JAB LE |BC |, ó toa = ema + 
E Dg; yy como debe de ser. Pero en la teoría de la rolalivi- 
dad la ley común de la adición de velocidades no tiene Ingar, 
de lo contrario como resultado de la adición de velocidades 
suficientemente grandes se podrían obtener velocidades su- 
periores a la velocidad de la Inz. Por otro lado, nosotros que- 
remos que la «ley de la adición de velocidades» | AC | -= 
= | AB | 4 | BC | se cumpla también en el espacio de ye- 


wual a Ja Longrt 
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locidados relativista. Por eso, Lendremos que reomplazar la 
igualdad | AB|= Ypya por una dependencia más general 


LAB ríaa)- 3411) 


donde | AB 1] es la distancia 7” relativista y 7 (2) es cierta 
función desconocida que viene a coordinar la ley de la adí- 
ción de distancias en el «globo» 7” y la ley relativista de la 
transformación de velocidados. Nosotros podremos enconlrar 
ln forma explícita de la [unción 7 (+) solamente cuando ápren= 
damos a expresar la velocidad Up, A través de Vgja 
y Vai A esto está dedicada una buena parte del siguiente 
capítulo. Sin embargo, ya ahora so puede afirmar que para 
las velocidades pequeñas en comparación con la velocidad 
de la luz (vc), esta función va a sor prácticamente lineal 
r (0) = hw, porque estas velocidados se suman casi de acuer- 
do a la ley clásica. En el otro extromo de la escala de velo- 
cidados se encuentran los fotones, los cuales, de acuerdo al 
principio de rolatividad de Einstein, se mueven con una 
misma velocidad Unix = e 3-10% m/s con respecto a cunl- 
quier ohsorvador inercial. Los puntos que les corresponden 
en el espacio de velncidades debén estar equidistantes de 
todos los otros puntos (puntos «comunes»). ¿Cómo se puede 
eoordinar esto con la «loy de la adición de volocidades»? 
Solamente hay una salida: considorar que a los fotonos les 
corresponden puntos singulares «infinitamente alejados» 
del espacio 7, los cuales so encuentran a una distancia in- 
finita de enalquier punto común, Con ello se obliene que 
rc) 00 y rte) 00 para p==c. El conjunto de puntos 
infinitamente alojados se lama absolutv del espacio 7”. 
El absoluto es como si fuera la línea del horizonte dol espa 
cio de velocidades: por más que se acerque uno al absoluto, él 
so conserva de la misma manera infinitamente alejado. £s 
elaro que en el mapa A y el absoluto se representa com una 
circunferencia de frontera. 

Puede parecer extraño que el principio de Ja relatividad 
y la exigencia de Sinitud do la velocidad de propagación de 
la Juz Mevon « que el espacio de velocidades F* sea infinito, 
aunque cualquiera de sus mapas K y es un círculo finito de 
radio e. Pero no hay nada de extraño en esto, simplemente lo 
función r (2) es tal que enando e tiende hacia la velocidad de 
Ta luz e, y (0) tiende hacia el infinito, Se pueden idear mu- 
chas funciones de esto lipo, pero no Lodas salisfacen el prín- 
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cipio de relatividad. Cuál de estas Íunciones es precisamente 
Ja quo la satisface, lo estableceremos en el siguiente capítu- 
Jo. 


25, COMO ES EL ESPACIO 
DE VELOCIDADES RELATIVISTA 


Daremos un paso importante: veremos qué condiciones 
impone sobre la geometría del espacio el principio de rela- 
Lividad de Einstein y trataremos do explicar por qué ésta 
debe ser la geometría de Lohachevski. Esto nos ocupará al- 
gunas de las siguientes páginas y ... algunos de los siguientes 
capítulos. Los caminos de las premisas físicas a Las JSórmulas 
exactas y lacónicas pueden ser diferentes. En los siguientes 
capítulos no solamente sabremos sobre la relación Íntima 
entro la cinemática relativista y la geometría de Lohachevs. 
ki, sino que también conoceromos esta geometría con sufi- 
ciente detalle. Pero por ahora lomaremos otro camino, que 
nos permite determinar rápidamente Ja construcción geno- 
ral del espacio de velocidades relativista, pero no vamos a 
obtener ninguna fórmula concreta. Para reproducir Jos deta- 
Mes del razonamiento, tendríamos que salir muy afuera de los 
límites del programa escolar de matemáticas, por eso nos li- 
mitaremos a explicaciones no muy rigurosas, y por lo pron= 
Lo el lector tendrá que creer mucho de huena fo 

La primeca parte del principio de relatividad oxigo que 
todos los sistemas inorciales scan completamente cquitati- 
vos, En el lenguaje geomótrico esto significa que e) espacio 
de velocidades en cada uno de sus puntos *) debe ostar cons- 
tiluido de una manera idéntica. sta condición de homoge- 
neidad es muy rígida. Por ojemplo, con su ayuda Euclides 
intentó separar las líneas rectas de todas Jas demás líneas so- 
bro el plano. La definición 4 de «Los olomentos» dico «La recta 
es una línea que está igualmente dispuesta con respecto a 
los puntos sobre ella». El autor de «Los clementos» no puso 
atención en que las circunferencias también poseen esta pro- 
piedad. ¡No hay otras líneas de oste Lipo en el plano! Por 
cierto, a nosotros nos interesan Jos espacios no de una di- 
mensión, sino bidimensiones, las superficies Dos ejemplos 


1) En csla sección no vamos a examinar los puntos esíngula- 
ros» del absoluto. 
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FIG. 3,15 


de suporlicios homogéneas nos son bien conocidos. son ol 
plano (ol espacio de velocidados no relativista) y Ju esfera. 
La «homogeneidad» de estas superficies se manifiesta en que 
se las puede desplazar por sí mismas sin variar lu distancia 
entre sus puntos: con llo, cualquier segmento sobro cl pla- 
no (o un arco sobre la esfera) se puede hacor comcidir con 
cualquier olro seguento igual (arco). Por eso, cualquier rela- 
ción geomólrica ostablecida en un Jugar del plano o de la es- 
fera debe cumplirse también en cualquier otro lugar. Por 
ejemplo, la distancia entre Jos extremos de dos segmentos 
perpendiculares de una longitud dada en el plano. trazados 
desde mu punto 4 (Lig. 3.45), no depende de la elceción del 
punto A ni de la dirección de estos segmentos, porque a los 
triángulos que se obtienen siempre se les puede hacer col 
¿idir uno con otro moviendo el plano por sí mismo, Una afir- 
mación auáloga también debe ser cierta para el espacio de 
velocidades. La velocidad relativa de dos sistemas que se 
mueven en cierto sistema de referencia A con velocidades da- 
das on direcciones perpendienlares, será la misma indepen- 
dientemonte de cómo se mueve el sistema mismo 4. O, en 
el lenguaje geométrico, la longitud de la hipotenisa de un 
triángulo rectángulo en el espacio do velocidades so dotermi- 
na completamente por sus catetos y no dependo de la posi- 
ción de este triángulo en el espacio. De manera somejante al 
plano o la esfera, el espacio de velocidades es «homogéneos, 
se le puede «dosplazar» libremente por sí mismo, y cualquier 
segmento 7” dado siempre se puodo hacor coincidir con cual- 
quier otro segmento F* de la misma longitud. 

Es útil analizar también wna snporficio «helerogúnea», 
por ejemplo, el elipsoide (fig. 3.16). Evidentemente, éste 
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FIG, 3.16 ==" 


ya 
Y las propiedades de los Le 


no puede resbalar por sí wismo como la esfera o el plano, 

ángulos ev ol «polo» del elipsoi- 
slo serán diferentes de las propiedades de los triángulos en 
el «ocuadoro. Si hacemos un pedazo de lámina que tenga exnc- 
tamente la forma del elipsoido en algún lugar, entoncos no 
podremos moverlo de este lugar de tal manera que todo el 
liempo estó pegado completamente a la superficie, pues en 
dilorentes puntos el ofipsoide está encorvado de diferento ma- 
voca, Por el contrario, los superficies que permiten el movi- 
miento por sí mismas deben tener la soisma curvatura en Lo- 
das partes, A ellas se les lama superficies de curvatura cons- 
tante. Existon sólo tres tipos de estas superficies. 
vuestro sou las superficies de curvatura cero. Así 
so MHumau Jas superficies, a las cuulos vn ennlquier lugar se 
les puede aplicar bien ajustado, sin arrugas y rupluras, un 
pedazo plano de lámina (o, digamos, de papel grueso), pro- 
bablomente que doblándolo con anticipación. Además del 
plano. a este tipo también pertenecen, por ejomplo, los ci- 
lindros. Sin embargo, st esta superficie permile movimiontos 
«e hacen comeidir no solamente dos puntos, sino Lambión 
dos segmentos iguales cualesquiora, o sea, desplazamientos 
giros, entoncos ella puede ser solamente un plano cuclidia- 
no. La suma de los ángulos de cualquier triingulo en una su- 
porficio de enevalura cero siempre os igual a 2. 

EL SEGUNDO Tivo son las llamadas superficies de curvatura 
positiva constante. El signo positivo de la curvatura signifi- 
ca que en el entorno de cualquiera de sus puntos esta super- 
ficio está constituida a semejanza de una gorra esférica. Si 
se intenta envolver esta suporficie con una hoja de papel grue- 
so, entonces invariablemente se formarán pliegues. En este 
caso la naturaleza rosultó ser ayara, cualquier superficie de 
enrvatura positiva constante es una esfera, La suma de Jos 
ángulos de un triángulo en ella siempro es mayor que xt (no- 
sotros mostramos esto en el apartado 3.4) 
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FIG, 3.17 FIG. 3.18 


Por último suele haber superficies del Tercer tivo, en las 
cuales la suma de los ángulos de cualquier triángulo es me- 
nor que s, estas son las superficies de curvatura negativa cons- 
tante. Un pequeño sector de esta superficie recuerda una 
silla de montar (fig. 3.17). Para apretar compactamente con- 
tra ella una hoja de papel éste habrá que romperlo forzosa- 
mente. Al lector que tiene tendencia hacia el experimento se 
le puede proponer determinar con ayuda de un pedazo de pa- 
pel las regiones de curvatura positiva, coro y negativa de la 
superficie de cualquier florero o jarra. Pero nosotros damos 
el ejemplo de una superficie de curvatura negativa (que no es 
constonte) y de un triángulo sobre olla con la suma de sus 
ángulos igual a 5/6 en el problema 6. Está demostrado 
que en el espacio euclidiano, sobre cualquier superficie de 
curvatura negativa constante obligatoriamente hay puntos 
o líneas singulares, más adelante de los cuales no so puede 
continuar la superfície. Una de estas suporficies con orilla 
está representada en la fig. 3.18. Es claro que no se puede 
moverla por sí misma con suficiente libertad, la línea do 
frontera debe quedarse en su lugar. Sin embargo, nadie prohí- 
be estudiar los espacios bidimensionales con curvatura ne- 
gativa que permiten desplazamientos y giros arbitrarios 
en forma puramente Leórica. Todos estos espacios están cons- 
tituidos de la misma manera, la diferencia entre ellos es la 
misma que la que existe entre esferas de diferentes radios. 
Su geometría también es parecida a la geometría esférica 
(sobre todo las relaciones on los triángulos) y a la euclidiana. 
Además, los axiomas que describe esta geometría difieren 
de los axiomas euclidianos en un solo punto... Probablemen- 
te uslodes ya adivinaron que se está hablando del «axioma 
de las paralelas». En el espacio bidimensional con curvatu- 
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ra negativa constante se pueden Lrazar muchas reclas po? 
wn puuto, las enales no se intersecan com la recta dada, y 
no solamente una, como en el plano. Y la geometría de este 
espacio no es otra cosa que la geometria de Lobachershi. 

Ya que en vigor al principio de relatividad el espacio de 
volocidades permite giros y desplazamientos «rbitrarios, 
para su geometría se tienen solamente tres posibilidades: 
Ja geometría de Euclides, la geometría esférica y la goome- 
tría de Lobachovski. La primera variante liene ligar en el 
caso no relativista. La segunda debe rechazarso puesto que 
la osfera es limitada: la distancia entre dos enalesquiera de 
sus puntos no es mayor que la mitad de Ja longitud de la cir- 
cunferoncia mayor, y Jas distancias entre los puntos del es- 
pacio de velocidades pueden ser infinitamente grandes. 

Hay otro argumento en contra de la esfera. Sí nos move- 
mos desde cierto punto por una «recta esférica» (eurcunferon- 
cia mayor) en una misma dirección, entonces a fin de cuen- 
Las regresaremos al punto inicial. En la cinemática a esto 
lo correspondería u1 fenómeno bastante extraño; aumentando 
gradualmente la velocidad del objoto A con respecto al 
sistema de referencia A (y sin cambiar sn dirocción) ¡no- 
sotros Jograríamos que este objelo se detuviera! Y así, so- 
lamente nos queda suponer que 

la pemmetría del espacio de velucidades relali- 
visla es la geometría de Lobachevski *). 


Por desgracia no logramos mostrar al lector «l «globo» 
del espacio do velocidades relativista. Poro aquí los culpa- 
bles no somos nosotros, como ya se había dicho, esto es en 
principio imposible. Y no hay gran necesidad de ello, de la 
misma manora que nu hay necesidad del «globo del espacio 
de rayos» para el estudio de su geometría. Es mucho más im- 


1) Es necesario reconocer que aquí nos upresuramos. Por 
ahora, de O parte se deriva quo la geometría del espacio do 
velocidados relativista no puode ser euclidiana Poro más adelanto 
(apartado 5.2) domostraremos que el carácter de la geomotria deler- 

ina univocamente la dependencia entre la distancia 7” y la voloci- 
dad rolativa, la función r (v) en la fórmula (3-11). En particular, eu 
el caso de la geometría euclidiana la distancia 7” debe ser proporcional 
a la velocidad, y csto contradice la segunda parte del principio de 
rolatividad, o sea, la limitación de la vel id de propagación de 
las interacciones, ya que las distancias 7% puedon ser infinitamente 
grandes. 
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portante y útil el hecho de que tenémos las proyecciones 
planas del espacio, los mapas 7” de velocidades. Y nos con- 
venceremos do esto muy pronto en el siguiente capítulo. 


PROBLEMAS Y COMPLEMENTOS 

1. Imposibilidad del desarrollo de la esfera. Se lama desarrollo 
de und. superficie a aplicación sobre el plano al que la longitud de 
cual pS curva sobre la superficie es igual a la longitud de su imagen 
on el. plano. 

Supongamos que cierto trozo de la esfera so puede desarrollar 
sobre «plano. Demuéstrese que entonces cualquier circunterencia 
esférica w subre csto sector está obligada a pasar a ser una circunferen- 
cia w' sobre el plano, además, la Sengltud de la circunfcroncia (' sorá 
mayor quo la longitud de la circunferencia w. Por consiguiente, el 
destrrollo do la esfera es imposible (teorema de Eulor). 

2. Proyecciones cartográficas. No existe un mapa plano sidoal» 
do lu esfera, en el cual las distancias se transmitan sin deformaciones 
(véaso el problemo )). Sin embargo, existon proyecciones que poseon 
Suras propiedades más o menos Buenas. Una de ollas, la proyección 
«gnomónica», es la proyección central de la esfera sobre cl plano desdo 
si contro, lin esta proyección las rectas esféricas pasan a sor reclas 
del plano. Otras dos proyecciones «buenas» se ven a continuación. 

1) Proyereión de úreas iguales. Circunscribamos alrededor de la 
esfera un esindro. Desde cada punto P de la esfora tracemos una per- 

sendicular ul eje del cilimdro y prolonguémosla después dol punto 
hasta la intersección con la superficie del cilindro en el punto 1”. 
Después coriemos ol clundro por la genoratriz y dosarrollémoslo en un 
rectángulo. A cada punto 2 do Ja esfera le corresponde exactamonto 
wa punto 1” del recingulo (a excepción so dos puntos de la aer, 
¿enblga. ¿Cómo se representarán o el rectángulo lus paralelos y dl 
meridianos, si so considora que el cilindro toca la esfera en el ecuador? 
Demuéstrese que el área de cualquier región sobre la eslora es igual al 
árca de la región correspondiente en el rectángulo (esto explica el 
nombre de la: proyección). 

2) Proyección isogonal. Supongamos que N y S son puntos díame- 
tralmente opuestos de la osfera. Proyectemos la esíora desde el punto N 
sobre un plano que la toca en el punto S (proyección. estercográlica). 
Demuéstreso, que, primoramente, ol ángulo entro dos cnevas evales- 
quiera do la esfera es igual al ángulo entro sus imágenos en el plano 
Y, cn segundo Íngar, que cualquier circunferencia En la esfera” pasa 
J'ser una circunferencia o una recta en el plano. 

3, Comparación de las geometrías cuclidiana y esférica, Más abajo 
so da una serio de teoremas de la planimetría elemental bien conocidos, 
Intente enteudor qué sentido tomaw su e les Toc como afirmaciones 
du la geometría colérica a de la geometría del espacio do rayos. Aclara 
51 con esta straduccións So conservan verdulleros, Si resulta quo sí, en= 
lonces demuéstrelos, s1 no, oncuéntrolos una opción apropiada: 

4) Por un puuto se pliede trazar una recta perpendicular a la 
recta dada. 

2) El conjunto de puntos equidistantes de Jos puntos dados A y B 
es la porpendienlar media al segmento 47 
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tudo) La suma de des lados de un triángulo os mayor que su lero 
lado. 

4) Un ángulo externo de un triángulo 

a) es igual a la suma de los dos ángulos internos no adyacentes a 6; 

E) es mayor que cualquiora de estos dos ángulos 

5) Un triángulo es isósceles cuando y sólo cuando 

a) los ángulos adyacentos a uno do sus lados son igualos; 

Y) una de sus medianas coincide con su altura; 

e) una de sus medianas coincide con la bisectriz. 

6) La mediana de un triángulo es menor que la semisuma de los 
lados que tienen un vértice común con ella. 

7) Las bisectrices de un triángulo so intersecan en un punto, Lo 
mismo ocurre con las medianas, las alturas y las perpendiculares 
medias a sus lados 

8) Dos triángulos que tionen ángulos iguales son somejantes. 

4, Trigonometría esférica. 

4) Nosotros hemos domostrado las relaciones (3.5) 
«triángulo» ABC del espacio do rayos, el cual cabe 
ol mapa Ka. Demuéstrese que estas Felaciones son ciertas par: 
«triángulos» arbitrarios. 

2) Sean a, b y e las longitudes de los lados BC, CA y AB do un 
triángulo esférico arbitrario ABC _on uno esfera de radio 1 y a, f, y y 
lus magnitudes de sus ángulos, Demuéstreso los siguiontos relaciones 
entre ellos: 


sona sonb_ some m 
Frey (el teorema de los senos); 


eos e= cos a cos hb + sen a sen ) cos y (el primer teorema de los cosonos); 

—cos y = cos a cos $ — sen u sen Bcosc (el segundo teorema de 
los cosenos). 

3) Hallar la distancia de Moscú a Jabárovsk, conociendo el radio 

' R = 0400 km y las coordenadas geográficas de Moscú, 

lo latitud boreal, 38* de longitud oriental, y de Jabárovsk, 48* 


de latitud boreal, 135” de longitud oriental. 
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5. Arca de los polígonos esféricos. Demuéstrese que el área de 
un polígono de » lados 4/4. . A esigual a (Á, + As + 
— (n — D)R*, dondo R es el radio do la esfera y As Ap, - + An 
son las magnitudes de los ángulos del polígono de » lados. (Indicación: 
hállese primero el área de una lúnula, de una parte recortada en 
la esfera por dos meridianos). 

6. Superficie de curvatura negativa. Vamos a girar un cubo 
alrededor del eje que pasa por los centros de sus bases (fig. 3,49). 
Demwéstrese que con esto cada una de las diagonalos de las caras late- 
rales del cubo describe una misma superficio de revolución (el así 
Vamado hiperbolvide de una hoja), cuya sección axial es una hipér- 
hola. Encuentre Ja suma de los ángulos del triángulo curvilíneo en 
esta superiicio, dos vértices del cual coínciden con los centros do las 
dos caras adyacentes del cubo, y la tercera, con el vértice dol cubo 
que portenece a estas dos caras, (Resultado: 51/6). 
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Capítulo 4 
GEOMETRÍA DEL ESPACIO 
DE VELOCIDADES RELATIVISTA 


4.1. LOS MAPAS 
DE VELOCIDADES RELATIVISTAS 


Eu el capítulo anterior nosotros ya formulamos nuestra 
tarea principal: ol estudio de la geometría del espacio de 
velocidados relativista con ayuda de sus mapas, construidos 
por diforentes observadores inerciales. Cada mo de estos 
mapas K, es un círculo, euyo centro, el punto A, representa 
la velocidad del mismo observador aL A. El vector AX, 
trazado desde el centro 4 a un punto arbitrario X del círen: 
lo, determina la maguitud y la dirección de la volocidad del 
sistema de referencia X con respecto al observador A, en 


una cierta escala 0x1, — ÁX. A los objetos que se mueven 
con la velocidad máxima posible, la velocidad do la luz e, 
en el mapa A, los corresponden los puntos situados en la 
circunforoncia 2, de radio e, la cual acota el círenlo Ka. 
A osta circunferencia la llamaremos absoluto del mapa Ka. 
Es muy cómodo elegir un sistema de unidades do medición, 
en el cual el valor numérico de la velocidad de la Juz sea 
igual a la unidad. Por ejemplo, en calidad de patrón de lon- 
gitud so podría tomar la distancia que recorre la luz en un 
segundo (en la astronomía se utiliza na magnitud análoga, 
el año de luz). Entonces las velocidades se van a medir con 
una unidad natural, la velocidad de la luz, que es igual para 
cualquier observador inercial. En estas unidades la veloci- 
dad de cualquier cuerpo se calcula por Ja fórmula 


Ponos 


v 


e 


De aquí en adolante vamos a usar precisamente este sistema 
do unidades, por eso, el radio de cualquier mapa 7” va a ser 
igual a la unidad. 

Aclaremos como so representan en Jos mapas 7* las rectas 
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FIG, 44 


del espacio de velocidados relativista. Por definición, tres 
puntos A, €, y F del espacio de velocidades se encuentran en 
una recta 9", su los vectores de las velocidades Pg Y 
sia son colincales. En el mapa 7 del observador A estos 
puntos se representan com el centro A del círenlo K y los 
puntos € y £ que se oncuentran en un diámetro (fig. 4.1). 
En otros palabras, cualguier recta 9 ' que pasa por ol punto- 
TA se reproseuta con un metro del círculo Xy. Resulta 
que también eu cualquier otro mapa-5' K y ¡las imágenes de 
estos puntos se encuentran en una recta euclidiana 1 Fs nece- 
sario que nos delengamos más detalladamente en esta sibua- 
ción de gran importancia para lo siguiente, 

Y así, supongamos que los puntos-F' 4, €, y F se encuen- 
trau en una recta del espacio de velocidades. Para mayor pre- 
cisión, supongamos que los vectores colíncales Moya Y 
via tiouen la misma dirección y que F es un punto del ab- 
soluto del espacio 7". (Es fácil adaptar todo el razonamiento 
que sigue a Lres puntos cualesquiera que se encuentran en ua 
recta 77). En la fig. 4.1 so muestra como se representa esta 
situación en el mapa Ka. Físicamente olla se puede realizar 
en el siguiente experimento imaginario: imaginémonos que 
los obsorvadores inerciales A y C (on el espacio de velocida 
«les a ellos les corresponden los puntos-7” A y €) vuelan en 
dos naves cósmicas y que en cierlo momento se encuentran"). 
Pasado un cierto tiempo después de) encuentro el cosmonau- 
ta A emite un impulso de laser corto y dirigido F, al cual le 
corresponde el punto7'F. La dirección de la velocidad 
Ary a de los fotones del impulso coincide con la dirección de 


1) La suposición sobre el encuentro de niaguya manera limi- 
ta Ja goneralidad. ya que para nosotros son amportantes solamente las 
velocidades rolativas do los observadores 


Y 


movimiento del cohete € con respecto a 4, por eso, además. 
después de cierto tiempo este impulso al+anza al cosmonauta 
C. Ahora veamos como se ve esta desdo el punto de vista de 
un tercor observador inercial, el cosmonauta B. Suponga- 
mos que en el momento del encuentro de las naves A y C 
el cosmonanta B pasa volando junto a ellas, tres cosmonau- 
tas so estrechan las manos en el vuelo y on eso momento B 
conecta sn cronómetro. En el sistema de referencia relacio- 
nado con el observador /3 las naves A y €, en correspondon- 
cia con el principio de relatividad, se mueven uniformemente 
por las rectas que pasan a través del punto M6. que es el lu- 
gar del encuentro de los cosmonantas en nuestro espacio bri- 
dimensional rea), y la nave B, evidentemente, se encuentra 
en reposo en este punto. Si denotamos las posiciones de las 
naves, A, B y C en el momento £ en osle sistema de referencia 
como Ay, By = Br y C,, entonces los vectores de los dospla- 
zamientos de las naves en el tiempo £ se pueden expresar a 
través de las velocidades de la siguiente manera: 


ZE — — 
ArA,=BrA =vapat, CC, =B,C¿== Dcint, 


BB, = 0mpt=0. 


Supongamos que cl impulso de Juz F' fue emitido en el 
momento í, (de acuerdo al reloj del cosmonauta 2) y alcan= 
z6 a la nave C en el momento £,; entoncos el vector de su des- 
plazamiento on el sistema B durante el tiempo do £, a ta 

pes -— -— 
es igual a AC, == BaC,, — BoÁy, = ver ata —Paiahys 
Pero por otro lado, ol impulso F se propaga con respecto a B 
uniformemento y en línoa recta con una velocidad 07; p, 
por oso, el mismo vector de su desplazamiento 44€, = 
= Vr y (ty — t1). Por lo tanto 


Den (la — 6) = Oc to — Car ato 
o bien 
(arm —Or1 0) hy == (061 n — Dri 5) tas 
Ahora veamos el mapa Ky (f2. 4.2) Su centro B, re- 
presenta el punto-7"B, y los puntos Ay, Cy, 4. los puntos- 
pa 
FA, C y F, además, BjlAr="ajw  BC,=0c10 
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FIG. 4.2 


BF, = op, y. Escribamos los diferencias de Jos vectoros 
do las velocidades: 


Daw—0nn=8,4,—B PF Ay, 
Dem—erjno BCB F,=FC, 


os un la relación obtenida más 


y sustituyamos estas expresio! 
arriba; FjAy ot, = FC, 


y FC, son colincalos y esto significa que los puntos Ay, Ci 
y F, del mapa K y se encuentran en una recta, la cual puedo 
ser trazada a través de los puntos A,, Cy, F, ¡con ayuda de 
una regla ordinaria! 

Magamos conclusiones. Nosotros hemos demostrado que 


Ñ ma 
y Vemos que los vectores Fjd, 


tres puntos cualesquiera del espacio de velocidades que 
se encuentran en una recta 7” se representan en cual- 
quier mapa 3' como tres punlos que se encuentran en 
una sola. recta euclidiana 


(on el caso relativista, en la cuerda de un círculo). 

Esta demostración, en esencia, se apoyó solamente en 
la primera parte del principio de rolatividad: un movimion 
to uniforme y rectilíneo se conserva wmnilorme y rectilíneo 
para cualquier observador inercial. En lugar del impulso de 
luz ol cosmonanta 4 pudo haber mandado cualquier «cuer- 
po de prueha» F, por eso, nuestro razonamiento es igual- 
mente cierto tanto para el caso relativista, como para el no 
relativista, 

Haciendo uso de esta propiedad fundamental que hemos 
demostrado para los mapas F, nosolros en el signienle apar- 


73 


bado describíremos la transformación que permite por el 
mapa de un observador construir el mapa de cualquier otro 
observador: aprenderemos a «hacer comeidiro diferentes má- 
pas 7”. 


42. TRANSFORMACIÓN 
DE LOS MAPAS DEL ESPACIO 
DE VELOCIDADES RELATIVISTA 


El mapa Ka del espacio de velocidades relativista, cons- 
truido porel observador inercial A, contiene toda la informa- 
ción sobre las velocidades de diferentes objotos con respecto 
an esto observador, pero por lo pronto no dice nada sobro los 
resultados do las mediciones de las velocidades efectuadas 
por otros observadores inerciales. Para obligarlo a hablar, 
investigaremos la transformación Lap que traduce cl mapa 
Ka on el mapa K ; constenido por otro obseryador inercial 
B que so muevo con respecto a d 

Supongamos que a un punto arbitrario 2 del espacio de 
velocidades le corresponde on el 1 Kaoel punto P, y en 
el mapa K q, el punto 2, (tig. 4.3). Entoncos. por dolinición, 
la transformación L, y convierte el punto 2 en el punto Po 
por ejemplo, el centro 4 del círeulo XK, con esta translorma- 
ción pasa a ser un cierto punto A, del círeulo A y. que ahora 
ya no coincide con su centro 13). ¿Qué so puedo decir inmo- 
diatamente sobro esta Lransformación? Ante todo, esta Lraus 
formación aplica el círculo Ka sobro el círculo X y. además 


FIG. 4,3 


el absoluto del primer círculo (la circunferencia La), evi- 
dentemente, se aplica sobre el absoluto Q y del círculo K p. 
Cualquier cuerda FG dol círculo KA sirve, como ya lo de- 
mostramos en el apartado anterior, de imagen de cierta reo- 
taT"FG. En el mapa K esta recla 7” también se repro- 
senta con una cuerda. Por consiguiente, la cuerda arbitraria 
FG del círculo Ka con la transformación Lay pasa a ser la 
cuerda P,C, del círculo K y. Nosotros ya nos encontramos con 
las aplicaciones quo transforman rectas en rectas, cuando 
examinamos los mapas de la esfera y del ospacio de rayos. 
Recordemos que estas transformaciones se llaman transfor- 
maciones proyectivas, por eso, en forma concisa podemos 
docir que 


la transformación L,y es una aplicación proyectiva 
del circulo K, en el círculo Ky. 


Pero estu es poco, ya que nosotros necesitamos una des- 


exipción concreta y exacta de la transtormación de mapas 
Marcaremos en los mapas Ka y Kn las posiciones de los 
puntos -7'4 y B: los puntos Á y B, caerán, corrospondionte- 
mente, en los centros do los círculos Ka y K y, y los puntos 
B (on el mapa K 1) y el, (on el mapa K y) van a estar sopara: 
dos de los centros de los círculos a las distancias | 48 | 
=vma Y IAB Dain Pa = (AB | (ig. 4.3) 
Resulta (véanse los problemas y los complementos a) final 
del capítulo) que la aplicación proyectiva de un círculo 
sobro otro os dada casi de nna manera unívoca por las imá 
senos de dos puntos. Aclararemos esto para el caso no rela 
tivista, cuando la trausformación del mapa K., on el mapa 
K y se veduce simplemente a la superposición de «un mapa 
sobre otro. St se fijan en el plano do nn mapa los puntos A 
y B, y on el plano del otro, los tos A, y B, de tal manera 
que | 4,8, | + | AR |, entonces, evidentemente, se Lienen 
exactamente des métodos para sobreponer un plano sobre el 
otro de tal manera que el punto Á coincida con Ay, y el 
B. con Bi, los enulos deponden del lado por el que un plano 
se ejunta» con el otro. Por lo mismo, existen exactamente 
dos aplicaciones proyectivas del círculo K4 sobre el círculo 
€ y en las enalos los puntos A y B pasan a Ser, correspon- 
dientemente, los puntos A, y 8,. Por eso, si uosolros podemos 
prosentar estas dos aplicaciones, entonces se puede no 
¿ludar de que la transformación La» coincide con uno de 
ellos, No es difícil determinar con cuál precisamente, 
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De nuevo recordemos los mapas proyectivos de la esfera 
(o del espacio de rayos). La transformación de uno de ellos 
en otro so reducía a la proyección central. Intentaremos 
adaptar esta proyección también a la transformación de los 
mapas 7" relativistas, Haremos notar. sin embargo, que la 
proyección contral de un círenlo, como regla, no es un cíteu- 
lo. Se puedo uno convencer de esto directamento, si nos 
fijamos en la forma de la mancha que da una lámpara do so- 
bromosa con una pantalla redonda sobre la superficie de la 
mesa. La frontera entro la duz y la sombra genoralmente es 
una do las Mamadas secciones cónicas: elipse, lipérbola o 
parábola. Poro se puede voltear la pantalla de Lal manera 
que la mancha sea un círeulo perfecto. Nosotros Lambién 
intentaremos colocar los círeulos K, y K y on el centro de la 
proyección de tal manera que un círculo se proyocte sobre 
ol otro, y que además su centro pase a un punto dado que 
no coincide com ol centro del segundo círculo. 

Donotaremos con e el plano del círculo K y. Por sus pun- 
los A y B trazamos el diámetro £G (Lig. 4.4). Del punto £, 
uno de los extremos de oste diámetro, trazamos una perpen- 
dlicular al plano a. elegimos en él un punto arbitrario O 
(ol Muturo centro do la proyección) y lo mimos por medio de 
tuna recta con el segundo extremo del diámetro G. En la 
continuación del segmento CO marcamos el punto €, a la 
distancia 106, | = | OF | del punto O y por el punto G, ha- 
cemos pasar el plano P, perpendicular a la recta (,G. Final- 


FIG. 4.4 


ente, veamos la proyección del plano a sobre el plano $ 
desde el centro O. La simetría de nuestra construcción per 
mite confiar en que con esta proyección el círculo X, va a 
pasar al círenlo K del mismo radio. Si se pone el círoulo 
K y en el plano f en lugar del círculo K, entonces obtendre- 
mos Ja aplicación proyectiva del círculo K, en el círculo 
Ky. En la fig. 4.4 se ve que ol centro A del círculo Ka se 
proyecta en un punto diferente del centro X y. Y haciendo 
uso de la libertad on la elección del centro de la proyección 
O en la perpendicular FO. se puede intentar escogor una po- 
sición tal que este punto coincida con el punto dado A, 
del círculo X y, o sea, que la distancia de este punto al cen- 
tro B, sea igual a la velocidad relativa Uay =Upja 
de los observadores A y B. 

Haremos una fundamentación rigurosa de este razona- 
miento en dos ctapas. Primero demostraremos que la proyec- 
ción central de la circunferencia Q, sobre el plano P es ro- 
almente una circunferencia, y de aquí, ovidentemento, so 
deriva que la proyección del círculo K 4 es también un cítcu- 
lo. En la segunda etapa se escogerá la posición correcta 
dol centro de la proyección O. 

1” etapa. Supongamos que P, un punto arbitrario de Ja 
circunferencia €, que limita Ka y 2, es la proyocción de 
ésta en ol plano f desde ol centro O. Demostromos que el 
ángulo F,P,G, (donde F', es la proyección de F en el plano fi; 
vóase la fig. 4.5) es recto, o sea, que el punto /, so encuentra 
en la circunferencia con diámetro G,F,. Este ángulo se ob- 


FIG. 4.5 
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tiene en la intersección del ángulo diedro formado por los 
planos OP,F, y OP,G, y el plano $, porpondicular a su cara 
OP5G, (por la construcción misma $1 06,). Por eso, es sufi- 
cionto demostrar que los planos OP,F, y OPG, o, lo que es 
Jo mismo, que OPF y OPG son perpendiculares. Para la do- 
mostración, haremos notar que la recta 2G os perpendicular 
a dos rectas del plano OPF: a la recta OF, porque OF] a 
(=FPC) y a la recta FP, porque el ángulo TPG está inserto 
en la circunferencia Q, y se apoya en su diámotro £G. Por 
consiguiente, la recta PG os perpendicular al plano U£P, 
y oslo significa que el plano OPG, que contiene esta recta, 
es perpendicular a OFP. 

Y así, en la proyección com contro O la circunferencia 
La pasa a la cireuntorencia Q con diámetro F,G, en el plano 
PB, adom ovidenteme: | FG, |< 1G |. Alora po- 
demos ponor el círculo K y (cuyo diámetro también es igual 
a | FG |) en el plano $ do Lal manera que su circunferencia 
% y coincida con la circunferencia 9, y el puuto A, caiga on 
el segmento PG. Entonces, como se deriva de nuestro razo- 
namiento, en Ja proyección con el centro O la circunferencia 
Q, pasará a Q y y Jos puntos internos del circulo Aa, a los 
puntos internos del círculo K y, en particular su centro 4 
se proyectará en un punto del diámetro Z,G 

2" etapa. Ahora tenemos que proocuparnos do que la 
proyección del punto A coiucida con el punto dado Ay. 
Está claro quo al variur la distancia FO o el ángulo y = 


A A proye 
ción dol punto 4 on el diámetro F,G,. Lo más cómodo es dar 
la posición del punto en el segmento con ayuda de la rela- 
ción, en la cual aquél divido el segmento. Veamos como so 
transforma esta re n en la proyección central en el caso 
genoral. 

Teorema de la transformación de las relaciones de la pro- 
yección central. Supongamos que en la proyección central con 
centro O cierto segmento FG pasa a un segmento F,G, y sea 
que P, es la proyección de un punto arbitrario 1 del segmento 
£G (tig. 4.6). Entonces, la relación n, (P,). en la cual el punto 
P, divide el segmento F,G, se obtiene de la relación n (P), 
en la cual el punto P divide el segmento EG. por medio de la 
multiplicación por el coeficiente ). igual a 


40% 1-1061 
“EC VOGL1-POF]* 
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FIG. 4.6 


0. no depende de la posición del punto P en el segmento FG.) 

Paca Ta demostración hagamos notar (véase la fig. 4.0) 
que la relación n (P) > | FP]: 1 PG los igual a la rola: 
ción de las áreas de los triángulos OFP y OPG, ya que sus 
alturas trazadas desdo el vértice O coincidon. Expresando 
estas áreas a través de Jos lados que salen del vértice O 


AS Zo 
y de los ángulos y» - POP y y = ÉOG entre ellos: Sopp = 
1 


—L10F | -10P | 500 q, Soro OP | +] 06 | sen y, 
7 
obtendromos 
n(P) EP. LOF | 


ora VOG Tony * 


Exactamonto de la misma manera 


OF, song 


A a OESTE 


y de estas dos relaciones, nos convencemos 
los q y Y y 


Tomando la rela 
de que aquélla no «depende do Jos án 
por lo tanto. de la elección del punto P: 


1OFy1-106 1 
TOG, [+1 0F1 

Jste teorema que hemos demostrado va a jugar un papol 
muy importante en lo sucesivo; ahora mismo lo aplicaremos 
a un easo particular. Sea FG el díámetro del círculo Ka 
(lig. 3.4). F,Gy. su proyección en el plano f desde el contro O 
y el pualo PA. el centro del segmento FG, o sea, el cen- 
tro del círculo Aj Entonces n(4)=1 y. de acuerdo a 
(41), 7 (41) = (LOL, |: 10G, 1)-(106 |: 1OF |), don- 


MPy nr) > 


60) 
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106, |: 1 OF, | seu GEO. además, evi- 


L 

0 FGO «<= y, poroso, my (41) > tsento. 
Por otro lado, tomando en cuenta que el radio del círculo 
K y es igual a la unidad y la distancia del punto 4, a su 
centro 1 AB, | =0b51p. hallamos que |FP,4,|=1 
+oam AG |=1—Vajpe por consiguiento, 
a (A) 1 Far 1: 1416, 1= (dam): (6 — Vara)» 
Igualando las dos expresiones para la relación 2, (45), 
obtenemos la siguiente regla de elección del centro de la 


es 
proyección O: el ángulo FGO = y se determina de la condi- 
ción 


Con esta elección del ángulo y el punto A so proyecta on el 
punto 1,. Poro entonces el punto 43 automáticamente con la 
proyección cae en el centro del círenlo E y que AB] = 
= 14,B, 

Do esta manera hemos terminado la construcción de la 
aplicación proyectiva del círculo K, sobro el círculo K y, 
el cual transforma los puntos A y 2 del primer círenlo en 
los puntos 4, y B, del segundo. Incluso se pueden presentar 
dos aplicaciones de este tipo: es que la «hoja do papel» con 
el mapa K y se puedo sobreponer sobre el círculo K del plano 
P por uno y otro lado. Nosotros ya hemos dicho que en total 
oxisten dos aplicaciones de este tipo (una demostración bas- 
tanto elemental, aunque no muy sencilla, de este teorema 
se da cn el apartado «Problemas y complomentos» al final 
del capítulo), por eso, la transformación La p debe coínci- 
dir con una de estas aplicaciones. En cualquier caso, la 
transformación de los mapas del espacio de velocidades relati- 
vista se puede reducir a la proyección central *). 

Queda una última pregunta: ¿cuál de estas dos variantes 
os la «correcta», la que corresponde a la transformación La p? 
Para encontrar la respuesta es suficiente analizar la trans- 
formación do cualquier punto que no so encuentra en el diá- 


1) Notomos que examinando la misma proyección central 
como aplicación del círculo K y sobre X,, obtendremos la transforma- 
ción invorsa Z y del mapa Xy en el mapa Ky. 
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metro FG. En la fig. 4.4 los puntos del semicírculo «más cer- 
cano» a nosolros del mapa X, se proyectan en los puntos del 
semicírculo «más alejado» del mapa Xp. Comparando esta 
figura con la fig. 4.3, es fácil comprender que es necesario 
poner el mapa K y sobre el plano f «de cara» hacia arriba, 
hacia el lado opuesto al centro de la proyección O. 


43, LA FÓRMULA RELATIVISTA 
DE LA COMPOSICIÓN DE VELOCIDADES 


La translormación Lap permite pasar del mapa de volo- 
cidades medidas por un observados relativista al mapa de 
cualquier otro observador. Ahora ya tenemos todo listo pa- 
ra obtener el primer resultado físico realmente interesante: 
la ley relativista de la composición de velocidades. Veamos 
el caso cuando dos observadores, A y C, se mueven a lo Jar- 
go do una misma recta con respecto al observador B. Sea 
vary == ula velocidad do A con respecto a 8 y Ucja = 1 
la velocidad de C con respecto a A. Nosotros dobomos respon= 
der a la pregunta: ¿a qué es igual la velocidad w del obser- 
vador € con respecto al sistema de referencia 3? En la mecá- 
nica clásica nosotro< conocemos la rospuesta: UGjp— 
-Dera TUarsó u Ev, o sea las velocidades sim- 
plemento se suman. Nos es necesario encontrar el análogo de 
esta fórmula en el caso rolativista, cuando las velocidades 
u, v y we son ya comparables con la velocidad de la luz. Pa- 
saremos dol mapa K, al mapa X y con ayuda de la transtor- 
mación 2, p. En esie caso no hay necesidad de dibujar los 
círenlos mismos K, y K y: en el mapa Ka las velocidades de 
los sistemas 1, B y C están colocadas en ol diámetro FG, 
por eso, os suficiente representar solamente este diámelro y 
su imagen F,G, en la proyección central con respecto al pun- 
to O (hg. 4.7). En este dibujo JAB|-= u, JAC|=wv, 

| 8,C, |-= to, Donotaremos con » (83) y n (C) las relaciones, 

en las cuales los puntos B y C dividen el diámetro FC en ol 
mapa Kx. De nna manera análoga determinaremos » (B,) 
y n (Cy) en el mapa K y. Los círculos K 4 y K y tienen radio 
unitario, por eso, 


VAL, 
TAS 
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Ya que la translormación £,, y es una proyección ceutral, 
para olla os cierto el teorema de la teanstormación de las re- 
laciones demostrado en el apartado anterior. La relación ny 
en la cual cualquier punto divido el diámetro F,C, puede 
ser obtenida de la relación a en e] mapa A , por medio de la 
multiplicación por un coeficiente constante A (mm = An) 
«ue no deponde del punto, por eso, 


TC A) dl 
O Ta (4.2) 


y. por lo tanto. 


4410 


Jl E 43) 


Ye 


Transformemos el segundo miembro de esta igualdad 


Lo RO e Po 
AA E 


1 
ll 


Comparando el primero y segundo miembros de la última 
relación, llegamos a Ja conclusión de que 


ARÉ tera Cap 5 
w=- ree (4.5) 
ET PT ( 


Esta es la fórmula de la «composición» de las velocidades re- 
Jativistas para el caso del movimiento a lo largo de una rec- 
ta. Claro. se le puede llamar dórmula de la composicion de 
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veloculalos» sólo condicionalmente, ya que de acuerdo con 
ella es necesario no solamente sumar las velocidados u y 7. 
como se hacia en el caso no relativista, sino que so Liene que 
dividir el resultado por el denominador 1. uv. Este deno- 
minador es pocu importante cuando las velocidades u y + 
son pequeñas en comparación con Ja velocidad do la luz 
(u, v< 1); entonces eu él puede despreciarse el producto uv 
en comparación con la unidad. En esle caso vbtenomos la 
fórmula no relativista acostumbrada w = u * v. Pero si 
x y 6 no son pequeñas, entonces el denominador ompioza A 
jugar un papel determinante, gurantizando el cumplimien- 
to del peinerpio de rolatividad. Por ejemplo, el resultado w: 
de la composición de dos velocidades « y Y no puede ser ma- 
yor que la velocidad de la luz. o sea, que la un 
electo, 1 y a) — e a) + — A — 090, ia, 
e< 4, por eso, cl denominador 1 + ue es mayor que el un 
merador y w siempre será menor quo la unidad. Si una de 
las velocidades, por ejemplo », es igual a la velocidad de la 
luz para el observador A, o s0a, y 1, entonces para el otro 
observador 1mercial /2 ésta también será igual a la nidad: 


es natural que la fórmula relativista de la composición de 
velocidades concuerda con el principio de la constancia de 
la velocidad de la loz en cualquier sistema inercial de refo- 
enc 


44. DETERMINACIÓN 
DE LADISTANCIA EN EL ESPACIO 
DE VELOCIDADES 


Por fín podemos poner la última piedra en el fundamento 
do la geometría del espacio de velocidades relativista, po- 
domos aclarar como la distancia7 |] PQ |] se espresa por 
medio de la velocidad relutiva », 0. Nosotros ya escribimos 
la Jorma general de esta dependencia en el párrelo 3.5 


MPG rro) (4.6) 


Entonces nosostros entendimos en base a qué razonamientos 
es necesario elegir la función £ (1): esta función dehe trans- 
formar la ley de la «composición» de velocidades en la ley 


ne $3 
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de ta adición de las distancias 7”. Y he aquí que, cuando ya 
nos es conocida la forma concreta de la ley dela «compo- 
sición» do las velocidados (fórmula (4.5)), podemos escribir 
la ecuación para la función r. Supongamos que los puntos 
A. B y C so encuentean en una recta y A, entro B y € (lig. 
4.8); entonces || BC || - 11 BA | + AC ||, 0 sea, de acuer- 
do a (4.6) 


ritmo Tn) +7 (Carod. 14.7) 


Pero de acuerdo a la fórmula relativ 


(4.5) de la composi- 
uo 

20. dondo u == 
A 
1 que necesitamos r debo sa- 


ción de velocidades ye 


w 


y 1 = Bares por eso, la funci 
Vistacer la relación 


r +3) =r(u) + r (0). 


Esta ecuación para la determinación de » (e) se ve un 
poco terrible, poro ya tenomos una fórmula lista que simpli- 
fica considerablemente el probloma, la fórmula (4.3). Las 
velocidades u, v y 10 entran en ella de la misma manera; pa- 


Tntroduz- 


ra cada una de ollas se calcula la función y — 442 


1 
camos una nueva magnitud, determinada para dos puntos 
cualesquiera Py Q del espacio de velocidades: 


Eno (4.8) 
7 


wa 


entonces la igualdad (4.3) se reescribe de nua manera parti- 
cularmente sencilla; 


(80) - (BA)- (40). (4.9) 


Por eso, tiene sentido buscar la expresión para la distancia 
7” entre Jos puntos P y Q en la forma de cierta función de 


(PO): 
1 PQ II =/(POY. 
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Designemos (BA) por « y [AC] por y; entonces de (4.9) 
obteneruos que (BC] = xy, y la regla ¡1 BC || = || BAY + 
+ [AC [| de la adición de distancias en mn segmento se 
reoscribo de la siguiente forma: 


160 10 + (4.10) 


a ecuución es ya totalmente conocida, su sol se adi- 
vina inmediatamente, es la función logarítmica Í)= 
= lr ln z, dondo le es un número positivo *). Este número se 
puede elegir arbitrariamente, ya que prácticamente detor- 
mina la unidad de medición de las distancias on el espacio 
de velocidades relativista, pero tieno más sentido poner 
k = 1/2, En primer lugar, con esto serán más sencillas las 
operaciones y las fórmulas. En sogundo Jugar, lo que es, 
probablemente, más importante, para k = 1/2 on ol caso 
de velocidades pequeñas obtendremos las fórmulas no rolati- 
vislas conocidas, 

En ofecto, escribamos la expresión final de la distancia 
-5" entro los puntos P y Q por modio de la velocidad relativa 
de movimiento de los sistemas P y Q: 


140), 
PO (440) 


entonces para « pequeñas lenemos: 


(FEE) > Gn (14274 


<A la fórmula (4.11) se convierte en una 


O s0n, para » 
Tórmula 10 rel Pe 

La distancia en el espacio 7” determinada de esla manera 
posce Lodas las propiedades propias del concopto malomático 
general de la distancia 

1) La distancia 7" es simétrica: Y PON OP ll, ya que 
Pag — Fayos 

2) La distancia [| PQ ll es siempre no negativa y se ama 
cuando y sólo cuando P — Q, ya que la magnitud (Í + 1,14) 
HL — 1: 0) siempre es mayor o igual que la unidad. 
puede también demostrar (véase la secc, 4.8) que 


Además se puedo de- 

mica es la ú lación de la ecua- 
cualquier fm no mogaliva 

laco la ecuación (4 99 tiene la forma E ln 7 


20, ln (ey) — In z 1 


mostrar quí 
ción (4 400, 
(varo <> Ly que 


3) La distancia 7 satisface la así amada sdesiguaidad del 
triángulos: para tres puntos Y cualesquiera P. Q y R tiene lu- 
gar la desigualdad 


ILPOH << H2RI! + IRAQ 


Haremos notar que si la velocidad del movimiento rela- 
tivo 6y, q SO acerca a la velocidad de la luz £ + 1, entonces 
la distancia F- entre los puntos P y Q eroce ilumitadamente. 
Esto significa que al movimiento son la velocidad de la luz 
en el espacio de velocidados relativista le corresponden pu 
tos alejados infinitamente. En ol mapa de volocidades Ka 
de cualquier observador inercial 1 estos puntos so ropresen- 
tan como puntos del absoluto, de la csrenmferencia Q, que 
límita el cieculo K4 La distancia 7 de cualquier punto. del 
círculo K, nl punto del absoluto ex igual a infinito, co- 
mo ya se esperaba del razonamiento cnalitalivo planteado 
por nosotros en el capitulo anterior. Por otro lado, la distan- 


cia euclidiana en el mapa K, medida entre dos puntos eua- 
lesquiera P y Q, que son imágenos de los puntos Py Q del 


espacio de velocidados relativista, no es mayor que el diá- 
metro del círenlo Ay. igual a 2. Aquí vos ericontramos con 
la revelación de una dualidad excepcional. un espacio inlr 
nito 7' de enrvalura negativa constante se representa en el 
mapa proyectivo como un circulo finito A. mientras que 
un espacio finito Z de curvatura positiva constante, Ja e0s- 
fora o el espacio de rayos, exige para su unagen proyocliva 
un mapa en forma de na plano infinito, Y de Lodas manel 
este plano no es snlicionte para Ja representación de todos 
los puntos. Por lo demás, los métodos de representación 
de estos dos espacios de enrvatira constante en los mapas 
proycelivos tienen serpreadentemente mucho en común, y 
por eso, podemos casi literalmente trasladar ad espacio de 
velocidudos relativista las ideas y la experiencia que obtu 
vimos en el estudio de la geomotría del espacio de rayos y 
de sus mapas proyectivos. Veréis la analogía en todo, inclu- 
so en los nombres y Jas propiedades de las funciones que de 
ina manera natural surgen en estas dos yoometrias. Recordo- 
mos, por ejemplo, la fórmula que expresa en la geometría 
de los rayos la dopendencia de la distancia | AB], entre dos 
puntos, A y B. y la distancia — | 48] , entre sus imágenes 
A y Ben el mapa Ka: 


ABLA te lAB |. 
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Una fórmula análoga en la geometría ¿lol espacio de velo- 
cidades relativista relaciona la distancia enclidiana 
LAB La =ema on el mapa XK, cou la distancia || 4Bl| 
untre Jos puntos A y 8 en el espacio de velocidades 7. Esta 
fórmula puede deducirse a partir de la fórmula (4.41): 


UAB y MA 
IAB LA Oia = AR IT NAT + 
(4.12) 


La Función que aquí aparece y — EFE tambión so llama 


tangente, pero tangente hiperbólica y se denota como y 
Un. Con su ayuda se puede reescribir do una mauera hre- 
vo la formula (4.12) que expresa la veloculad relativa por 
medio de la distancia en el espacio de velocidades: 


Porta MONAB 14.13) 


Memoricemos eta formula, pues teadtemos que utuliza 
durante Lodo el libro. 

Analicemos la tangente hiperbólica un poco más de cerca 
En la fig. 4.9 se da la gráfica de la tangonte Hiperbólica. 
So ve que para valores pequeños del argumento Uco = a, 
esto siguilica que la «listancia en el expacio de velocidados 
148 || numéricamente casi comcide con la magnitud de la 
velocidad relativa E yy 4s si esta velocidad no es mayor que 
digamos, un 20 "y de la velocidad de la luz v => 4, entonces 
Para => ABI] con una exactitud no menor del UU, 

Gon el crecumiento del argumento la función y haz 
se aproxima rapidamente al valor asintótico y = Ll; por 
ejemplo, a la distancia on el espacio de velocidades [LAB 11 

3 le corresponde uma velocidad del movimiento relalivo 
muy cercana a la velocidad de la luz: ey, 103 0,095 

Por algu de sus propiedades la tangente liporbólica 
recuerda bastante la tangente común. Esecribamos, por ojera- 
plo, con su ayuda la fórmula relativista de Ja composición 
de velocidades (4.5). Exprescios las volocidades quo en 
tran en ella por medio de las alistancias 7% y denotemos 
WBA IL + y ACI] = 4 entonces BC o ls 
fórmula de la composición tomará la formo: 


Aloe tl ” 


Met)" a 


S7 


FIG, 4.9 


Como vemos, la expresión para la tungento hiporbólica de la 
suma difiero de la fórmula común solamento por el siguo on 


el denominador: 
tg z+ ty 
(+= ERE. 


El lector puede hacor la siguionte pregunta ombarazosa: su- 
pongamos que esto es una tangento, pero ¿por qué es hiper- 
bólica? Sobre esto y también sobro otras funciones hiperbó- 
licas, distancias hiperbólicas y vueltas hiperbólicas se va 
a hablar detalladamento en el Apéndice. 


4.5, RELACIONES MÉTRICAS PARA 
EL TRIANGULO RECTÁNGULO 


En la sección anterior nos ocupamos de las relaciones 
métricas para el objeto más simple del espacio de velocidades 
relativista, la recta. Desde el punto de vista de la física, 
se vieron tres sistemas inerciales de referencia A, % y €, 
los cuales se movían de tal manera que para un observador 
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en cualquiera de ellos, las velocidades de los otros dos oran 
colineales. Desde el punto do vista de la geometría, estos 
son tres puntos A, B y C del espacio de velocidades relati- 
vista que portenecen a una misma recta 7”. Las únicas 
magnitudes medibles en este caso puedon ser solamente las 
tres velocidades relativas Daya. Unico Y Vaje Y Sus distancias 
correspondientes || AB ||. 108€ 1 y ACI. 

Este, evidentemente, es un Lipo muy particular de movi- 
miento y un caso particular de distribución de los puntos 7”. 
Se tiene wna situación más general cuando las velocidades 
relativas de los sistemas de reforencia A, B y C noson coli 
heales. Entonces ya tienen sentido físico real nueve magn 
tudes medibles: las velocidades relativas y los ángulos en- 
tro ollas, Las enumoraromos: 

el observador A mide Y gas Veja Y Ol ángulo 0 entro las 
dirocciones de Da Y Pejas 

ol observador 4 mide 9.1 0c,y y ol ángulo $ entre las 
direcciones de Pajn Y Perm 

el observador (mido Dajc, Uyje y el ángulo y entro las 
direccionos de Bare Y Oso: 

En la lista se enumeran nueve magnitudes, pero 16 se 
puede, desde Juego, dar sus valores independientomento uno 
de otro, Jecordomos, por ejemplo, que 


Uáta = Vaj Ecpa = Vales Uno 5" Uca 


(0.45) 
¿s claro que de las seis magnitudes que quedan, pueden ser 
independientos sólo tres, por ejemplo, Ppjas Deja Y el án- 
gulo e. Las otras magnitudes ya se pueden expresar por 
medio de ostas, pero las dependencias correspondientes son 
mucho más complicadas que las fórmulas (4.15). Como cu la 
cinemática no relativista, la forma de escritura más cómoda 
de estas relaciones es el lenguaje geométrico del esvacio dle 
velocidados. 
En el espacio de velocidades relativista bres puntos A, 
B y € doterminan un triángulo con lados AB, BC y CA, 
cuyas longitudes serán denotadas, correspondientemente, 
por e, a y d. Fl triángulo ABC está sunbólicamente ropre- 
sontado en la fig. 4.10, ol cual ilustra nuostro sistomma de mo- 
tación. (Por Jo pronto no es conveniente darle otro sentido a 
esto dibujo). Las longitudes do los lados a, b y c están rela- 
cionadas con las magnitudes de las velocidades relativas; 
le, Ego > Aba Y Ceja Urb. Recordemos, ade- 


Dan 


$y 


FIG. 4.10 


más. que en eb espacio de velocidades relativista la magnitud 


/ 
del ángulo BAC, con el cual se intersecan en el punto 4 
las rectas AC y AB, es igual al ángulo entre los vectores de 
las velocidades (ya Y nj» Medidas por el observador A. 
Por.eso. Jos ángulos de los vérticos A, By C de nuestro trián 
gulo sow iguales. correspondientemente, a los ángulos 7, 
Boy y. medidos por los ohservadores inerciales 4, Ay C. 
El peoblema, del cual nos vamos a ocupar en esta y las 
siguientos secciones, puede ser formulado ahora on términos 
zcométricos familiares: a partir de tres elementos conocidos 
del triángulo es necesario encontrar los tres restantes. 
Empezaremos, evidentomente. por el caso más simple de 
un triángulo rectángulo, todos los elementos del enal son 
determinados solamente por dos parámetros. Para ser más 
precisos, vamos a vonsiderar que el ángulo recto del trián- 


gnlo ABC es el ónmulo y > ACB. La idea basico de la dedue- 
ción do las relaciones entre Jos lados y los augulos del 
triángulo ABC en el espacio de velocidades relativista 
es conocida del capítulo auterior. eu el cual con hastante 
provecho nos venpamos de la geometría del espacio de rayos. 
Es necesario analizar la representación ABC del triángulo 
en un mapa proyectivo plano, eserbir las relaciones eneli- 
dianas entre los lados y los ángulos del triángulo 48C on 
el mapa y de acuerdo a las reglas conocidas Irasladarlas de 
uuevo al espacio inicial. En el caso del espacio de velocida- 
dos relativista estas reglas se reducen a que Jas distancias 
14B | y LAC | en el mapa-7 "Ka se expresan por medio de 
las distaucias 7 correspondientes con la ayuda de las fór- 
mulas | 48 | = Uh [AB | | AC] 1 NAC |] y el ángulo 
ze DS 

BAC es igual al ángulo-F BAC. Pero en estas focuunlas en- 
tran tros de los seis elementos del triángulo, por eso, ellas to- 
davía no permiten obtener algún res lado sustancial, En la 


YO 


4 


deducción de las relaciones métricas en el espacio de rayos 
las dependencias que faltan se podrían obtener directamente 
de la construcción espacial de los mapas (véase la fórmula 
(3.49). Ahora no tonomos esta posibilidad, pero por lo menos 
sabemos como pasar de un mapa a otro. Por eso, además del 
mapa K y, tendremos que utilizar otro mapa 7” (el mapa Ko 
es ol más conveniente) y trasladar al mapa Aa las dopenden- 
esas entre dos elementos del triángulo” ABC y su imagon 
Ay BC, en el mapa Kp con ayuda do lu transformación Lo ¡> 

Así. pues, voamos las imágenes ABC y A/8,€, del rió 
gulo rectángulo ABC en los mapas Ka y Ko. (Fodas las nota- 
ciones se entenderán de la fig. 4.11) El ángulo rocto ACB 
de nuestro triáns«ulo en el mapa Ko. evidentomento, se re- 
presenta porel triángulo enclidiano recto 4,C,1,, ya que su 
vértico caco en el centro del mapa. Resulta que también en el 


mapa K, el ángulo correspondiente ACH es recto. Esto en 
ecalidad vo es ima situación Lrivial: más turde veremos que. 
como regla, lax magnitudes de Jos ángulos del espacio de 
velocidades se trasladan a los imupas proyectivos con allor 
ciones (st. evidentemente, la imagen def vértice del ángulo 
no coincido con el centro del mapa). Representaremos Ja 
transformación Lc, del mapa K¿ al mapa K, en forma de 
una proyección central (fig. 4.42). Entoncos el ángulo 


ÁCH será la proyección central del ángulo recto A,C,f,. 
Veamos el plano a = (OFG), en el cual so encuentran Jos 
puntos A, €. A, y Cy. De la construcción se deriva que este 
plano es perpendientar al plano a del círculo A a y al plano 


y 


FIG, 4.12 


B del círculo Kg. Además, ya que la recta 3,C, es porpendi- 
cular a la recta A/C, y se encuentra on el plano f, el plano 0 
también es perpendicular a la recta B,€, y, por lo tanto, al 
plano y que pasa por los puntos Z3,, C, y 13, C. Do esta mano- 
ra, la recta BC portenece a dos planos, los planos a y y, 
perpendiculares al plano o, lo que significa que la recta mis- 
ma es perpendicular a este plano. En particalar, la rocta 
13C es perpendicular a la recta CA que se encuentra en el 


plano 0, o sea, ÑCA es un ángulo recto. 

Haciendo uso de esta misma proyección, exprosaremos 
la longitud del lado BC en el mapa Ka por medio de las 
longitudes 7 de los lados del triángulo ABC. Nos es conoci- 
do que [CB | =1h PCB | th a, [Ci M, | =1 (este 
esel radio dol mapa Kc) y 10M | - YTAMP.—=TACP= 

Y 1 — 1% por el teorema de Pitágoras para el triángulo 
rectángulo ABC en el mapa Ka (fig. 4.11). De la semejanza 
de los triángulos OBC y OB,C,, OMC y OM,C, (vénso la 
fíg. 4.13, donde se muestra solamente el plano y) se doriva 
que |BC|:|B,C,|=|0C|:10C,|=|CM|:|C,M, |. 
Por lo tanto, 


1BC1=|B,C,l-(1CM] :10,M,1)= la Y 11%. 
(4.46) 
Comparemos esta fórmula con la formula análoga (3.4) para 


el cateto £C del triángulo rectángulo ABC en el mapa proyec- 
tivo Ka dol espacio de rayos. En el espacio de rayos la Lan- 
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FIG. 4.43 


e «común» de la «longitud» del catoto £C del triángulo 
Jal se divide por el coseno de la clongitud» del otro cato- 
to; en el espacio do volocidados la tangente hiperbólica de la 
Jongitud-4" a del cateto BC se multiplica por vl coeficiente 
Vi =007. donde 5 es la longitud 7 dol otro cateto. Ko 
cordemas, además, la fórmula trigonométrica estándar | 
E tg? po Ucos? P. Parece que tenemos todo el derecho de 
introducir la función especial ch b= YY 1085 y la- 
marla coseno hiperbólico. Alora la fórmula (4.16) toma wa 
forma que es complolamente análoga a la fórmula (3.4): 
tha 
JAC|> 5 - 
Ya nos aparecieron dos funciones hiperbólicas. Vale la 
pena hablar do ellas un poco más detalladamento. Ll coseno 
hiperbólico se expresa de wna forma muy la por medio 
de la función exponencial e*; en efecto: 
SS 5 
A o E 
Ser 
(4335) (- 
TARJA AA 
por lo tanto, 


(447) 


4 


_ per 
chz z”* 
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Ahora introduciremos la tercera función hiporbólica crestan- 
te», el seno hiperbólico sh x. La dofiniremos de tal manera 
que se cumpla la igualdad (ha slozchoa Evidentemente, 
esto es necesario escribir 


Eo 
aha GE, 
Rocordemos la identidad trigonométrica básica: cos? z | 
+ sen? z > t. Por medio de ul aple substitución pode- 
mos convencernos de que la identidad «hiperbólicas básica os 
la siguiente: 


Md! 


Momoríceso esta identidad tan bien como se recuerda la 
identidad trigonométrica A, ¡nos será de utilidad 
muchas veces! En general, las funciones «hiperbólicas» son 
muy parecidas a las fórmulas trigonométricas, sólo que en 
algunos Ingares se encontrará en ellas wn signo más en lugar 
de un singo menos y viceversa, Esto, claro ostá, no es casual, 
ya que unas 

estudio de las geometrías de los es; 
parocidos (Lienen ana curvatura co! 
po son diferentes: en un caso la curvatura d 
pacio de rayos) y en el otro es negativa 10) espacio de velo: 
dades relativista). La diferencia se hace sobre Lodo notoria, 
si se von las gráficas de Jas funciones hiperhólicas en la £ 
4,0. En osta figura también so dan las fórmulas básicas de la 
«trigonomebría Inperbólicas. Es sorprendente lo diferentes 
que son las gráficas de las funciones trigonométricas 0 hi- 
perbólicas y como son tan parecidas las relaciones algebrai- 
cas entro ellas 1). ¡Lo que significa «equivocarse» en el signo 
en alguna parto! 

Pero regresemos a nuestro problema básico, la deducción 
de las relaciones métricas en el triángulo-7” rectángulo, Todo 
está listo para esto y solamente resta recoger la cosecha. 

Veamos el triángulo rectángulo 48€ en el mapa Ka 
(fig. 4.11). Sus tres lados y dos ángulos están expresados por 
medio de los lados y los ángulos de su prermagen, el trián- 


otras funciones aparecen «por sí mismas» en ol 
actos, los cuales son muy 
ante) y al mismo tiem- 
positiva (el es- 


1) Las profundas causas de esta analogía son aclorados en 
el Apéndico. 
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iulo ABC en el espacio de velocidados relativi 


BAC. a BOCA=y=au2. 
LACL:< aby do, 14B |] -Uhe, 
18C | th a:ch b, (4.18) 


Escribiendo las relaciones métricas euclidíanas ón el trián- 
gulo AC, obtendremos las relaciones métricas corres: 
pondientes en el triángulo ABC en el espacio de velocidades. 

Un cateto. una hipotenusa y el ángulo entre ellos. En ol 
triángulo ABC tiene Ingar la fórmula | AC | = LAB |x 
¿cos e. Substitnyenda en ella AC |— 11 by ¡AB I= 

uh e. obtendremos la fórmula correspondiente para el 
triángulo ABC. 


Ub = Ah ecos A 41M 
Dos catetos y un ángalo agudo. Eb el triángulo ABC: 
imc |- 1ACÍu a. De aquí 
tha 


shb 
e big ta 


por lo tanto, 

tha  shbigz (4,20) 

Dos catetos y una hipotenusa (teorema de Pitágoras). 

En el triángulo ABC: PAB]? AC] | BC 1%, por 
eso, 

Js 

ul 


hio= + 12h. 


Transformemos esta igualdad expresando los cuadrados 
de las tangentos hiperbólicas por medio de los cosenos con 
1 


ayuda de la fórmula Ud a 473" 


ta L_ Lita 
ri E E 


AA 
Ha mio 


Comparando el primero y segundo miembros, obtendremos 
que cite each 
che = cla cho. 1420) 


ES] 


Una hipotenusa, un catelo y el ángulo opuesto a éste. 


En ol triángulo ABC tenemos: ¡BC |= | AB |sen 0 
De aquí hallamos que 

ta 

a =Mesena. 
'Transformemos el primer miembro, 1 lo 1so del «Loo- 
rema de Pitágoras» (4.21): 

Ura sha sha 


hb Thacho her 


Substituyondo oste resultado en el primor miembro de la 
relación anterior y recordando que Ue sh c/eh e, para el 
triángulo ABC obtendremos: 


sha =sheson az, (4.22) 


Con las fórmulas (4.19)...(4.22) so agotan las relaciones 
mótricas en un triángulo rectángulo en el ospacio de voloci- 
dados, las cuales pueden ser deducidas directamente de las 
relaciones enclulianas para un triángulo rectángulo. Pero 
ando estas fórmulas se puede obtener ma sorie do 
rolaciones nuevas, interesantes y útiles, que no tienen una 
analogía directa en la geometría cnclidiana. 

Una hipotenusa y dos ángulos agudos. Do acuerdo a la 
Jórmula (4.20) tenemos Ig a = tr a/sh ». Para ol otro ángulo 
agudo f del triángulo ABC sorá cierta la fórmula análoga 
tg P ab sha Mu ¡caremos estas ignaldados: 

Math 1 1 


rr ro a ra 


Aquí nosotros hicimos uso de que lx — sh x/ch e y del 
«teorema de Pitágoras» che -- cha ch b. Como resultado ob- 
Londremos que la hipotenusa de un triángulo-7* rectángulo 
so determina mívocamente por sus dos ángulos agudos: 


che =etg acta pa (4.23) 
Ahora queda claro que también sus catetos se calculan a par 


tir de los dos ángulos agudos; les proponemos a los lectores 
demostrar por sí mismos que 


ch a = cos a/sen Ba (4.24) 


En las siguientes secciones de este capítulo todavía delibo- 
raremos sobro las excepcionales propiedades geomótricas del 
espacio de velocidades relativista, cuyo reflejo son estas 
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tórmulas. Por lo pronto nos limitaremos a subrayar otra vez 
el asombroso parecido de las relaciones entre los lados y los 
ángulos de nn triángulo rectángulo en la geometría estérica 
(o la geometría del espacio de rayos) y on la geometría del 
espacio «lo velocidades relativista. ¡Todas nuestras fórmulas 
pueden ser oblenidas de las fórmulas do la geometría esférica, 
si en estas últimas se substituyen las funciones trigonom: 
tricas do las dislancias esféricas por las funciones hiperból: 
cas correspondientes de las distancias 4” en el espacio de velo- 
cidades! 


4,5, TEOREMAS DE LOS COSENOS 
Y LOS SENOS 


En el estudio de la geomelría es difícil prescindir de 
los esquemas y dibujos. Pero el lector ya entiende quo en una 
hoja plana do papel es imposible dibujar una sola figura geo- 
métrica del espacio de volocidados sin desfigurar sus distan- 
cias o ángulos. Se podría hacer uso constante de cierto mapa 
concrolo del espacio 7”, pero entonces nos privaríamos de 
muchas ventajas contenidas en la idea misma dl espacio de 
velocidades relativista. Puos un mapa concreto relacionado 
con un observador concreto refleja su «punto de vista con= 
ereto» sobre cualquier figura o grafo en el espacio Y” relati- 
vista; otro observador en su mapa debe representar esta 
misma figura de otra manera. La idoa fundamental del es- 
pacio de velocidados relativista consiste precisamente on 
abstraerse de este punto de vista concreto y dibujar en ol 
espacio 7” gralos y figuras, que pueden ser vistos después 
por cualquier observador y construir su propio mapa que 
ya relleja los resultados de sus propias mediciones. 

Por eso, nos pondremos de acuerdo en representar en una 
hoja de papel directamente las mismas figuras geométricas 
(o grafos) del espacio de velocidades relativista, introducien- 
do  intencionadamento en los dibujos algunas desfigura- 
ciones, por ejemplo, unas rectas 7” yan a representarse con 
reclas cuclidianas y otras con líneas curvas que simbolizan 
la curvatura del espacio mismo Y”. Ahora el espacio de velo- 
cidados va a ocupar, "por así decirlo, todo el plano del di- 
bujo, los puntos del absoluto van a estar en realidad «in- 
finitamente alejados» y cualquier recta 7” en el dibujo se va 
a poder continuar ¡limitadamento (claro, imaginariamente) 


701123 97 


FIG, 4.14 


hacia cualquier lado. Unas y otras comdiciones son inevita- 
blos cuando nosotros dibmjamos en el plano algo que ya no 
cabe en él, sea el dibujo de una pieza mecánica o el rotrato 
do una persona. 

El primoro de estos dibujos va a ser Ja fig. 4.14. En ella 
ostá representado un triángulo 7” arbitrario ABC. en el cual 
del vértice € al lado AB está trazada la altura CD. Nosotros 
haremos uso de cste dibujo en la demostración de Lres teo- 
remos importantísimos de la «trigonomotría 7»: dos (1) teo- 
romas de los cosenos y el teorema de los senos. Todos los 
principalos resultados del párrafo anterior son sus casos 
particulares. Las demostraciones de estos leoremas se rea- 
lizan por el mismo plan que las demostraciones de los teo- 
remas comunes escolares de los senos y los cosenos, La altura 
CD divide nuestro triángulo en dos triángulos rectángulos 
(suponemos que el punto-7"D se encuentra entro A y B: cn 
caso contrario el razonamiento exige ciertos cambios no muy 
grandes, que lo proponomos al lector introducir). Escri- 
biendo las relaciones apropiadas para los triángulos rectán- 
gulos ACD y BCD y eliminando de ellas las magnitudes in- 
termedias, por ojemplo, la longitud de la altura CD, obten- 
dremoslas relaciones buscadas. Antes de empezar a cumplir 
osle programa, escribiremos y demostraremos la fórmula 
para el coseno liperbólico de la diferencia de dos orgumen- 
tos. Esta fórmnia es muy parecida a la fórmula análoga para 
las funciones trigonométricas: 

ch (1 — y) >= chechy— sha sh y (4.25) 
La demostración se reduce a una simple cadena de transfor- 
Maciones: 


chzchy—shxshy=- (+07) (0040) 


LONA] A A A 
NS 
= 2 [E 4 00] = ch (2-4). 
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Denotaremos las longitudes 7” de los lados del triángulo 
ABC por a — ¡BC |), D= 1 AC ll y c = [1 AB |, y los mag- 
nitudes de sus ángulos por a = Á, P y Y además, 
sea d= 1CD || la longitud de la altura y e, = 11 AD ll, 
por lo tanto, [DB || =c<—c;- 

Primer teorema de los cosenos. 


ch a = ch bch e — sh b sh e cos 2. (4.26) 


Demostración. Aplicaremos el «teorema de Pitágoras» 
(4.21) al triángulo rectángulo BCD: ch a = ch d ch (e — cy). 
Después haremos uso de la fórmula (4.25) y de nuevo del 
«teorema de Pitágoras» para el triángulo ACD: 


cha =chdel (e —c) =chd (hecho, —she she) = 


= ch d che, (che — she the) =chbecheo— 
—shcchbthe, = chbche — sh bsh ecos a. 


En la última transformación hemos tomado en cuenta que 
en virtud de (4,19) tonemos th cy == th h cos 0, y por eso, 
oh b the, = sh b cos 0%. 

Segundo teorema de los cosenos. 


cos a = —cos ficos y + sen sen yoha. — (4.27) 


Demostración. Denotaremos las magnitudos de Jos án- 
gulos ACD y DCB por y, y ya correspondientemente. Apli- 
caremos la fórmula (4.24) a los triángulos ACD y BCD: 

ena os%  sosh 
ETT 
A gp son(y--v) 
Ya son Ya 
Ahora abramos son (y — 


de dondo 


cosa =cos pp 


cosa cos fsen y clg ya — cos P cos y -- 
== —cos [cos y | sen f sen y cha, 


ya que, de acuerdo a (4.23), tiene lugar la relación 
cos $ ely y, — cos fte B cha = sen Beha. 
Teorema de los senos. 
sha sh 
CO nó 


Demostración. Waciendo uso de la fórmula (4.22), de los 
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dos triángulos rectángulos ACD y BCD expresaremos el 
caleto CD mediante sus hipotenusas y los ángulos opuestos: 


sh d = sh bsen a; sh d = sha sen $. 
De aquí obtenemos que 


sha sho 
ETS (4.29) 


Do una manera análoga se demuestra la sogunda igualdad 
que entra en el enunciado del teorema. 

Es evidente el parecido del (primer) teorema de Jos coso- 
nos y del Leorema de los senos de la geometría del espacio de 
velocidades relativista con los teoremas euclidianos homó- 
nimos. Ante todo, unos y otros teoremas permiten resolver 
problemas iguales, por ejemplo, los teoremas de los senos 
en ambas geometrías permiten encontrar dos lados de un 
triángulo a partir del tercer lado y los ángulos adyacentes 
a él, Poro entre ellos existe una relación más profunda. 
Cuando Jas longitudes de los lados de los triángulos 7” se 
hacon poquoñas, las fórmulas de la trigonomotría 7” se trans- 
forman en los teoremas correspondientes de la planimetría. 
En otras palabras, la geometría del espacio de velocidades 
relativista se hace casi euclidiana, si las velocidades son 
poqueñas en comparación con la volocidad de la luz. Este 
os el reflejo geomótrico del hecho de que para velocidados 
pequeñas la cinemática relativista pasa a sor clásica. Veamos 
esto paso al límite en el ojemplo del toorema de los senos. 

Hallemos la derivada de la función shx; (shz) = 
_-(%- ER 


= oh x. (Esta es una analogía 


2 
más con las funciones trigonométricas comunes, ya que 
(son 2)' = cos 7.) Ya que ch0=1, para velocidades pe- 
queñas tenemos que sh x= z. Por eso, paraa, l y e peque- 
ños, el teorema 7” do los senos se convierte en el Leorema en- 
clidiano de los sonos 

a : 
son a snP say" 


De una manera análoga, utilizando la igualdad apro- 
ximada para z pequeñas ch x 2 1 -|- 2%/2, se puede uno con- 
vencer de que el primer teorema 7” de los cosenos en el lí- 
mite se transforma on el teoroma euclidiano de los cosenos 
(icompruébelo!). No queda claro solamente ol papel del 
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segmndo teorema «e los cosenos. Haremos tendor su magui- 
tud a hacia cero; entonces ch a 1, y obtendremos la igual- 
dad: 


cos a = —cos f cos y + sen f sen y = cos (1 — 
—P—-w. (4.30) 


De aquí se deriva quee + B+y=x, así es que el se- 
gundo teorema 7” de los cosenos en el límite no rolativista 
corresponde al teorema euclidiano de la suma de los ángulos 
de un triángulo. 


4.7. LA GEOMETRÍA DE LOBACIEVSKI 
Y El, ESPACIO DE VELOCIDADES 


En 1829 on ol «Mensajero de Kazán», que era editado por 
la Universidad de Kazán, fuo publicado ol trabajo de N. L. Lo- 
bachevski «Acerca de los principios de geometría». En este 
trabajo fue resuelto el problema que preocupaba, en el trans- 
eurso de casi dos mil años, a los malemáticos do diferentes 
tiempos y países, de Ptolemeo a Legendro, el problema del 
quinto postulado de Euclides. En la actualidad se formula 
como el axioma de las paralolas: apor un punto exterior a 
una recta dada puede trazarse una y sólo una recta paralela a 
la primera» (o sea, situada en el mismo plano que la recta 
dada y quo no interseca a la misma). Entre otros postulados 
y axiomas, antepuestos por Euclides al primor libro de sus 
famosos «Elomentos», el quinto postulado (particularmente 
en el planteamiento original de Euclides) notablomente so 
diferenciaba por su complejidad y falta de claridad. Por eso, 
desde tiempos remotos los geómetras trataron de excluirlo 
del múmoro de proposiciones iniciales de la geomotría acep- 
tadas sin demostración. Unos se daban enenta perfectamente 
do que construir una geometría sin este postulado o sin uno 
equivalente a éste era imposible, pero proponían sustituirlo 
por una, según ellos, afirmación más evidente. Otros, por su 
lado, probaron deducir lógicamente el quinto postulado a 
partir de afirmaciones establecidas independientemente de 
él y que no causabon dnda. He aquí lo que escribía el mate- 
mático y filósolo suizo del siglo XV1!T Heinrich Lambert en 
la obra «Teoría de las líneas paralelas» acerca do estos jn- 
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tentos: «Las demostraciones del postulado de Euclides pueden 
ser llevadas Lan lejos que. por lo visto, queda sólo una baga- 
tela despreciable. Pero al hacer un análisis detallado resulta 
que en esta aparente bagatela se concentra toda la esencia 
del asunto: comúnmente la misma contiene ya sea una pro- 
posición demostrable, o un postulado equivalente « ell». 
Con más frecuencia las demostraciones del quinto postulado 
se realizaban por reducción al absurdo, o sea, se suponía que 
el mismo no se cumple, es decir, que a través de un punto 
exterior a una recta dada pasa más de una recta que no in- 
terseca a la dada, y después se construía una cadona de co- 
rolarios lógicos a partir de esta suposición en la esperanza 
de obtener una afirmación que contradiga los teoremas do- 
mostrados en base a otros axiomas y postulados. 

Lobachovski partía también de esta suposición. Poro gra- 
dualmente llegó a la conclusión de que la misma no nos condu- 
cirá munca a ina contradicción; de que el conjunto de sus 
corolarios forma un nuevo sistema geomótrico, tan con- 
secuente como la geometría de Euclides. Desde luego, en 
ella había mucho de sorprendente y desacostumbrado, que 
contradecía el sentido común tradicional, educado poc nues- 
tras sensaciones inmediatas. Sin embargo, su armonía in- 
torna y lo lógico de esta teoría, llamada por Lobachovski 
«geometría imaginario», su amplitud y profundidad conven- 
cfan, a cualquiera que la estudiaba, de que la misma no es 
contradictoria. Por cierto que ni N. IT. Lobachovski ni el 
otro creador de la geometría no cuclidiana, el notable ma- 
temático húngaro Janos Bolyai, no pudieron ser testigos 
del triunfo de sus idoas. Bolyai, indopendientemento de Lo- 
bachovski y casi al mismo tiempo, llegó a los resultados si- 
milares, pero los publicó un poco más tarde, en 1832, Tanto 
en Rusia como en Europa la nueva teoría chocó con wa 
parod do incomprensión. Demasiado grande resnltó la fuerza 
de inercia, demasiado no habituales eran las nuevas ideas y 
además, estaban expuestas en una forma demasiado coni- 
pacta. Aun el eroy de los matemáticos», el gran C. F. Gauss, 
quien como se supo de sus apuntes, lambién elaboraba una 
geometría no enclidiana, no sólo no se decidió a publicar sus 
investigaciones, sino que obligó a todos los que eran cono- 
cidos con ellas a guardarlas en estricto socreto. El compron- 
día perfectamento qué tempestad de indignación podía pro- 
vocar tan herética Lransformación de Jas represontaciones 
establecidas. 
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y 


FIG. 4.15 A 


La geometría de Lobachevski, que surgió dentro de las 
matemáticas «puras», durante mucho tiempo fue conside- 
rada desprovista de relación con el mundo físico roal, Y sólo 
después de casi cien años, después de la creación de la teoría 
do la relatividad quedó claro que estas dos teorías rovolu- 
cionarias y no habituales, como la teoría de Ja relatividad 
de A. Einsteín y la geometría de Lobachevski están unidas 
en un todo por el concepto de «espacio relativista de veloci- 
dades». Al estudiar la gcometría de este espacio, estudinmos 
al mismo tiempo la geomotría do Lobachevski, ya que en el 
espacio relativista do velocidades se cumple su postulado 
fundamental: por un punto exterior a una recta pasa más 
de una recta que no se interseca con la dada. 

Efectivamente, veamos la representación del espacio Y” 
en su mapa, o sea en ol círculo XK ,. Cada rocta Y” dol espacio 
de velocidades será representada en el mapa por una cierta 
cuerda PQ del círculo Ka (fig. 4.15). Los puntos de frontora 
P y Q de la cuerda PQ están situados en el absoluto Ka, 
o sea, corresponden a los puntos infinitamente alejados del 
espacio 7”. A través del punto B, situado fuera de la recta 
PO, se pueden Lrazar más de una cuerda, que no se intorseca 
con' la cuerda PQ dentro del círculo K.,, por ejemplo, las 
cuerdas PB y BC en la fig. 4.15. ignifica que en el 
ospacio F" a través del punto B. exterior a la recta PQ, 
pasa más de una recta que no se interseca con la recta F* 
dada PQ. 

Así, en el espacio relativista de velocidades, el axioma 
euclidiano de las paralelas es inválido. A la vez, utilizando 
los mapas do las velocidades, se puede comprobar que todos 
los demás axiomas de la geometría enclidiana!) en el espacio 


%) La lista de estos axiomas se puede hallar en los manta- 
les escolares de geometría. 
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3" (del que se eliminó el absoluto) se cumplen. En su mayor 
parte esta verificación no es difícil y. como nos pareco, sirve 
de ejercicio útil a los lectores; algunos momentos más com- 
plejos se discuten en el complemento al final de este capítulo. 
Ahora con todo el derecho podemos formular nuestra prin- 
cipal conclusión: 


la geometría del espacio de velocidades relativista es la 
genmetría de Lobachevski. 


4.8, SORPRESAS DE LA GEOMETRIA 
DE LOBACHEVSKI 


No ontra dentro de nuestros objetivos un relalo detallado 
acerca de la geometría de Lohachevski, a nosotros nos inte- 
resa su aplicación a la física. Pero la tentación resultó muy 
grande y a pesar de todo decidimos dar a conocor al lector 
algunos hechos de la geometría de Lobachevski, comparán- 
dolos con los respoctivos teoremas enclidianos. 

Ocupémonos primeramente de las propiedades de las 
figuras más sencillas, o soa, de las rectas. Veamos dde nuevo 
la recta-7"PQ, el punto B, no situado en ella, y su represen- 
tación on Ka (fig. 4.15). Todas las rectas que no so intorse- 
can con PQ pueden ser divididas en dos clases: las roctas del 
Lipo BC que no tienen puntos comunes con PQ en ol círculo 
Ka (se llaman «divergentes» con PQ). y dos rectas PB y 
BÓ que so sintersecan» con PQ en el absoluto. o sea, en los 
puntos infinitamente alejados P y Q del espacio 7”. Estas 
rectas so llaman «paralelas (hacia el lado P y hacia el lado Q) 
a la recta PQ en el sentido de Lobachevski». 

Evidentemente, la recta BP, paralela en el sentido do 
Lobachovski a la recta dada PQ (fig. 4.16), puede sor vista 
como la posición límite de la recta BA”, que interseca PQ 


FIG. 4.16 r indi e. o 
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FIG. 4.17 


en el punto A”, cuando ol punto 4” se aleja al infinito, o sea, 
al absoluto. (Por cierto, en esto, el sentido de paralolas según 
Lobachevski y según Enclides es por completo análogo.) 
Veamos algunos corolarios intoresantes de este paso lí 
mite. 

Consideraremos que la rocta B4 os perpendicular a PQ 
y IBA || = a. Aplicando la fórmula (4.20) al triángulo roc- 
tángulo A4'B obtenomos (véase la fig. 4.16. en la que se 
indican las noLaciones): 


UAB (430) 


a= Aaa ir > 
cuando b = 11.44” [| > co, o sea, cuando A! > P. Esto sig- 
nifica que la misma magnitud a del ángulo AA'B Liende a 
0 cuando A' > P; con otras palabras, las rectas Y” paralelas 
Soga, Lobachevsler) convergen en el absuluto bajo un ángulo 
hudo. Subravemos. sin embargo, que en el mapa de. veloc1- 
dades, ol correspondiente ángulo ouclidiano entre las cuerdas 
AP y BD, desde luego, no os igual a coro (fig. 4.17), o sen, 
como se dijo antes, los ángulos 7* se representan en los ma- 
pas de velocidades con alteraciones y, a veces, bastante no- 
tables. 
En el hecho de gue entro rectas paralelas el ángulo es 
igual a coro no hay nada no enclidiano aún. Pero calculemos 


PS 

al ángulo  = ÁBP (fig. 4.16) ontre la recta BP y la perpen- 
dicular a so recta paralela PQ (en la goometría de Euclides 
oste ángulo es, desde Juego, recto). Supongamos que B es el 
ángulo entre la secante BA” y la perpendienlar AB; entonces 
$ q, cuando A” se aleja al absolulo (4 > PP). Según la 
fórmula (4.19) cos $ => th a/th | BA” || y como [1 B4' > 
>00, y th [| BA' [> 1 cuando A' —>P, pasando al límite 
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obtenemos: cos q => th a. ¡De aquí se ve que este ángulo es 
siempre agudo (ya que 0 < lh a< 1)! Est. gulo se llama 
ángulo de paralelismo y se denota con Il (a); éste se deter 
mina por completo mediante la distancia a del punto B 
a la recta PQ. Así, hemos deducido la famosa fórmula do 
Lobachovski 


cos 1 (a) - tha, (4.32) 


que juega en su trabajo un papel clave. (En el siguiente ca- 
pítulo veremos que el ángulo de paralelismo tiene una rola- 
ción directa con la aberración de la luz de estrellas.) 
Veamos ahora cómo varía la distancia desde los puntos de 
una de las dos rectas paralelas hasta la otra (en la geomotría 
enclidiana ésta es idéntica para todos los puntos). Utiliza- 
remos de nuevo las notaciones de la fig. 4.16. Pasemos al 
mapa Ka (fig. 4.17). De Ja somejanza de los triángulos ABP 


y A'R'P" so deduco que e = L4BL. Expresomos Jas 


AP] 
longitudes (comunes) de los segmentos eu el mapu Ka on 


esta igualdad a Lravés de las dist 
(véase la Tórmula (4.18)): 


1L4B |< tha ed, JAB]. ha 14d] >= 


ncias 77 correspondióntos 


=1, 
JAP] AP] [Ad | 1600, 
(donde al = (14181. > [1 44! [). De aquí 
tha? 
aa = he 
o bien 
Wa = tia teh h— sh bh) th are? (4.33) 


Dodujimos esta fórmula considorando que los puntos 4” 
y B' se hallan a nn mismo lado de la recta AB, al igual que 
al punto P, al que convergen wuestras rectas 7” paralelas 
en el absoluto. Pero si los puntos A” y B” están situados al 
otro lado de la recta AB (fig. 4.18), entoncos 


tha - tha, (4.34 


Se demuestra esta fórmula del mismo modo que (4.33). De 
las fórmulas (4.33) y (4.34) resulta automáticamonto el si- 
guiente teorema de la geometría de Lobachevski: las distan- 
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P ARA AO 
FIG, 4.18 FIG. 4.49 


cias desde los puntos de una de las dos rectas paralelas hasta la 
otra tienden a cero al desplazarnos hacia el lado, donde estas 
rectas convergen en el absoluto y aumentan ilimiladamente en 
dirección contraria. 

Señalemos que al acercarse el punto A” a Q a lo largo de 
la recta PQ se observa ya un fenómeno por complolo fuera 
de lo común desde el punto de vista euctidiano: en un cierto 
momento la perpendicular A%8" a la recta PQ so vuelvo pa 
ralela (según Lobachevski) a la recta BP, que es paralela 
a PQ (lu recta 4o8) on la fig. 4.18). Esta posición crítica 
do AyB, so halla fácilmente de la fórmula (4.34): cuando 
A' > An Ja parto izquierda de osta fórmula debo Lendor a 1 
(a 00). por eso, Uha:er=4. dy = 11 4do ll, 0 do 

—In tha. Sí desplazamos la baso de la perpendicular más 
allá del punto 4, (recta ACB" en la fig. 4.48), la misma se 
vuelve divergente con la recta BP. La fig. 4.19 ilustra esta 
situación en el mismo espacio Y”. 

Análogamente se demuestra que la distancia desde los 
puntos de una de las rectas divergentes hasta la olra recta, 
erece ilrmitadamente al acercarnos al absoluto en cualquier 
dirección (fig. 4.20). 


a) 


FIG. 4.20 = => 
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FIG. 4,21 


Analicomos ahora algunas de las propiedados más sen- 
cillas de los triángulos on la geometría de Lobachevski. Ante 
todo demostremos Ja «desigualdad del triángulo», o sea, 
la suma de cualesquiera dos lados de un triángulo es mayor que 
el tercer lado (la misma fue recordada en la sección 4.4). 
Supongamos que a es el lado mayor de un triángulo, b y c. 
los otros dos lados y a, el ángulo entre ellos (fig. 4.24). 
suficiente demostrar que a < b +. Según el teorema de 
los cosenos ch a == ch bchc—sh bsh ecos a < chbch c+ 
+ shbshe=ch (b+c) do donde a<b>+c, ya quo 
la función ch > erece para z > 0. 

La segunda propiedad importante que demoslraremos cs 
el teorema do la suma de los ángulos do un triángulo: la 
suma de los ángulos de un triángulo en la geometría de Loba- 
chevski es slempre menor que a. Este teorema se demuestra 
casi igual que la desigualdad del triángulo, únicamente quo 
el primer teoroma de los cosenos tiene que ser sustituido por 
el segundo, o ses, para los ángulos (fig. 4.21): cos a = 
= —c0s PB cos» + son f son y ch a. Considerando que cha => 
> 1, obtenemos: cos 4 > —cos $ cos y + sem $ sen y = 
= —cos (P + y). o sen, cosa +] cos (B ! y) >0 0 bien 


cos EEREY cos BEY=8 > 0, (4.35) 


Consideraremos que a os el mayor de los ángulos dol trián- 
gulo; entonces $ -+ y < a + a, ado! evidentemente, $ + 
-ky> a — a, por eso —1< Li 12 <Z y ol segundo 
factor en la dosigualdad (4.35) es positivo. Por lo Lanto, 
cos ELBÍY > 0, de donde a+ BH y<me 

Así pues, confirmamos el resultado fundamental del 
capítulo 3, o sea, ol espacio de velocidades relativista es 
un espacio de curvatura constante negativa 

Señalomos además un hecho notable que resulta del se- 
gundo toorema de los cosenos. Conociendo la magnitud de 
los ángulos de un triángulo, so puede hallar también la Jon- 
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ZN 
FIG. 4.22 A 


gitud de sus lados (por ejemplo, cha = (cos a - cos B> 

X cos y)/sen f sen y). Por eso, en la geomotría de Lobachovs- 
ki, dos triángulos con los correspondientes ángulos iguales, 
tienen los corrospondiontos lados iguales, o sea, son congruen- 
tes. De aquí se deduce que en la gcometría de Lobachovsk: 
¡no hay triángulos!) semejantes! (pero no congruentes). 
En la fig. 4.22 se representan simbólicamente algunos trián- 
gulos equiláteros en el espacio 7”. Cuanto más largos soan 
sus lados, tanto menores serán sus ángulos, pero el mayor 
do los «triángulos», cuyos vértices se hallan en el absoluto 
tiene ángulos nulos. En genoral, al disminuir la suma de Jos 
ángulos de un triángulo su área aumenta, y más exacta- 
mente, el área de un triángulo es proporcional a su defecto 
angular A= 3 — a — f— y (al mismo tiempo en la goo- 
metría esférica el área de un triángulo es proporcional a su 
exceso angular N'-: a+ B4y— 2 véase el comple- 
mento 5 al capítulo 3). 

Al terminar nuestra pequeña excursión por la geometría 
de Lobachevski no podomos dejar de subrayar el asombroso 
hecho, de que la «geometría imaginaria», que surgió en for- 
ma puramente especulativa a partir de los intentos por de- 
mostrar el quinto postulado do Euclides, después de casi 
cien años haJló su verdadera expresión física en el espacio 
de velocidades relativista, que constaba, por cierto, de al- 
gunos «puntos» no comunes. Encontramos aquí una de Jas 
expresiones más sorprendontes de lo que el físico america- 
no, Premio Nobel E. Wigner llamaba «efectividad incom- 


prensiblo de Jas matemáticas en las ciencias naturales»). 


1) Esto se deduce también do los problemas formulados en 
el complemento 8 de este capítulo. 

%) Wigner E. Estudios acerca de la simetría.— M.: Mir, 
1971, p. 182 (en ruso). 
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PROBLEMAS Y COMPLEMENTOS 


1. Rectas en el espacio de velocidades, Supongamos que A, E, € 
son tres puntos del espacio do velocidades qua representan las veloci- 
dados do las partículas A, 3 y C las cuales electían un movimiento 
uniformo y rertilínco y que en un cierto momento del tiompo resultan 
en un mismo lugar Domuéstreso que los puntos-7* A, E y € se hallan 
en una recta 7 si, y sólo 51, cuando en cualquier sistema do referencia 
las partículas A, Y y € se hallan en cada momento 0n una Tecta. 

2, Aplicaciones proyectivas de un círculo sobre un efrculo, 
Recordemos que la aplicación L del círculo A sobre e) cárenlo K” se 
lama proyoctiva, si cualquier cuerda PQ del primer círculo es trans: 
Jormada por ella en la cuerda P"0” del segundo (P"= 1, (2), Q= 
= [,(0)). En la sección 4.2 utilizamos el hocho de que existon ho más 
de dos aplicaciones proyectivas de un círculo sabre olro M), que trays- 
Jorman el centro y un punto dado del primer cárculo en dos puntos dados 
del sogundo. Mostremos ol plan detallado de la demostración do esta 
glirmación. Los detalles son propuestos al loctor para que los resta- 
blezca por sí mismo. Más adelanto tendremos gue analizar principal 
monte la aplicación del círculo sobre sí mismo; estas aplicaciones So 
Moman transformaciones del clreulo. 

1) Veamos las aplicaciones proycctivas del círenlo K sobre ol 
círculo K*, que transforman los puntos A y A en 4” y B”. Supongamos. 
que Lo es una de ellas; entoncos cualqmier aplicación /, puede ser 
representada como el resultado do la realización (composición) con- 
secutiva de la aplicación proycctiva 11 del círculo X, gue deju los 
puntos A y 3 inmóviles y de la aplicación Z,, o Sox, L'= La > M 

Indicación. La composición Lzt o L es la transformación proyec- 
tiva del círculo A que deja los puntos Á y £ en su lugar. 

En virtud do 1) es suliciento demostrar el siguiente teoroma: 
(ezisten_ exactamente dos transformaciones proyectivas del 
círculo K, que dejan en su lugar su centro A y un cterto punto 
B suyo (es dectr, la transformación idéntica E y la simetría $ 
respecto de la recta AB). 


Supongamos que A os el centro del circulo, TI, la transformación 
proyoctiva del círculo X tal, quo 11 (4) = A, XA”, la imagen de un 
Punto arbitrario X, o sea, X”= JT (X), Q, la circunferencia de fronto= 
ra del círculo K y P, pets: de la cirounforencia Q, diametralmento 
puesto a su punto P. Finalmente, con Y PQ denotaremos el arco de 
la circunferencia Q con los extremos P y Q, además, concardaremos on 
analizar sólo los arcos que son menores que las semicirrunferencias, 

2, las imágenes de dos puntos diametralmente opuestos serán 
para la transformación II de nuevo diamotralmente opuestos, 

3) Si X€U PO, entonces X" EU PQ”. 

Indicación. El punto X se halla on ol arco PQ si, y sólo si los 
cuerdas PQ y XP so intersecan. 

4) Supongamos quo F es el punto medio del arco PQ de la circun- 
Terencia £, ontonces F” es el punto medio del arco PQ”. 

Indicación. Señalomos que la cuerda PQ es paralolu a PQ. Veamos 


1) So hablaba do los mapas 9? relativistas Ky y Kp, poro 
ahora esto no tiene, para nosotros, importancia. 
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el rapecio acotado por las rectas PQ, PO, FP y FO. De acuerdo al 
conocido teorema, la recta que uno el punto do intorsccción de la pro- 
Jongación de los lados laterales de wn trapecio y el punto de intersec- 
ción de sus diagonales, divide por la mitad su base. Por eso, el pun= 
to 1' del arco PQ os su punto medio si y sólo si, las diagonales del 
trapecio construido so intersecan on el diámetro 4 (vénso fig. 4.23). 
Esta última condición se cumplo para P. Q y Y, por lo tanto, en virutd 
de 2, y 5) también para P., 0" y F. 

5) Las cuerdas PQ y P'Q*son paralelas si y sólo si, ol punto medio 
F del arco PQ com la transformación El queda inmóvil 'o pasa al punto 
diametralmente opuesto F. 

Utilicemos ahora la condición de jumovilidad del punto 2, que 
hasta ahora no nos ha sido necesaria, Tracemos por el punto 2 el 
radio A P y la cuerda PQ perpondicular a él, y por cl 4 el diámetro MM 
porpendicular a AF (Mg. 4.24). 

6) Con la transformación TI la cuerda PQ pasa a sí misma y los 
puntos F y F son iomóviles, Además, o bien P* = Py Q' = Q, onton= 
ces M' = M, o bien P' =Q y Q' =P, entoncos M' = M. 

Indicación. Señalomos que F' es ol punto modio de UPQ, M os ol 
punto medio do PQ y la cuerda PQ y el diámetro FF pasan a través 
del punto inmóvil 3. Después de esto, queda sólo utilizar 

Así, son posibles dos casos: P' =P (y M'= MM) o P'=Q Xx 
X (41 =- M). Voamos el primero de ellos. 

7) Todos los puntos do la circunferencia £ quedan inmóviles du- 
rante la transformación [l. 

Indicación. Los puntos E, M, F y M son inmóviles. Por Jo tanto, 
son inmóviles, en virtud do 4), los puntos medios de los cuatro arcos 
con extremos en estos puntos. Análogamente, son inmóviles lambión 
los puntos medios de las mitades do estos cuatro arcos, y en general, 
todos los puntos X € Q, para los cuales el ángulo XAF es igual 
a na/2% (1, m = 0,1, 2, ...). La inmovilidad do los demás puntos 
resulta de 3). 

8) La transformación IT (en el caso 2” = P) es idéntica. 

Indicación. Gualquier punto del csrenlo ex una intersección de des 
cuerdas y sus extremos son tmmóviles. 
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> Si P" =Q, fl es la simetría axial $, 
'ndicación. La aplicación proycctiva U, = $ e IT deja en su lugar 
los puntos A, B, P y se pueden aplicar a ella las afirmaciones 7) y 8). 
A la vez M= Sol. 
Yin de la demoSiración. 
3, Medición de las distancias 7? en los mapas de velocidados. 
Supngamos que X « Y son los puntos del ¡uapa: (“Ka que, represen 
tan los puatos- 72 o Y, y supongamos quo PQ es la cubrda dol círenlo 
Ka que los contiene, además el punto X está situado ontro P e Y. 
Déinostrar. que. 


P 1 LOX | 1OY1 
¡XY 1=- la (EA Fi iyr1)- 


Indicación. Pásese al mapa-7?K y mediante la transformación Z, 
Utilíceso el teoroma do la transformación de las relaciones pa 
proyección central y la fórmula (4.11). á É 

4, Desplazamientos 7". Al igual que en la geometría común, los 
desplazamientos del espacio relativista de velocidades (desplazamion- 
los 7%) se definen como sus transformaciones tales que al ofectuarlas 
se conservan les distancias 9%. A cualquier desplazamiento 7" so 
puede ser confrontada la transformación P, del mapa Ka: si X es la 
imagen del punto-72X en este mapa, 2, (X), por definición, es la 
imagon del punto-7?X (X). Demuéstrensk las siguientes propiedades 
de los desplazamientos-2%: 

4) Para cualquier desplazamiento-P9F la transformación Fy dol 
círculo K, es proyectiva. Al contrario, a cualquior transformación 
proyeotiva del círculo Xy, correspondo un cierto desplazamiento 7. 

2) Existen exactamente dos desplazamientos 2? que transforman 
un rayo dado del espacio de velocidades en otro. $ 

Indicación. Páseso al mapa de velocidades con centro en ol origen 
de uno de los rayos. Utiliceso el problema anterior, ol suplemento 2 
y_los resultados de la sección 4.2, En la goometría cuclídiana, esta 
afirmación es considerada en ocasiones como un axioma (caxioma de la 
movilidad del plano») A 

3) Dos pares cualquiera do rectas Y” paralolas (en el sentido de 
Lobachoyski) son cigualos», o sea, so les puedo hacer coincidir mediante 
un desplazamiento 7, 

5. Simctría central. El ojemplo más sencillo de un desplazamien- 
to 7 es la simetría central con el centro O, o un giro de 180? del ospa- 
cio 7? alrededor del punto O. La correspondiente transformación del 
mapa XK os la simotría contral común (ouclidiana) respecto del centro 
del mapa. Pasando del mapa Xp al mapa arbitrario X, medianto la 
aplicación Loa obtenemos que 

4) los pares do puntos P y P',Q y Q”, RyR', X yX' enla 
fig. 4.25 sirven de imágenes, on el mapa Ka, de los pares do puntos Y%, 
simétricos centrales respecto de O (demuéstrese). De aquí resulta la 
regla para la construcción, en el mapa 9, de la imagen de cualquier 
punto al efectuar una simetría central (eno euclidiana») con el centro 

do. ¿En qué consiste la misma? 

2) Demostrar que si en la fig. 4.25 | OR | =|0R' |, entonces 
tambión [ OX | = | OX' | (cieorema de la mariposa»). 

3) Demostrar que cualquier par de rectas 7? divergontes e y d 
tiene un centro de simotría O único y una perpendicular común única, 
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además el punto O os el punto medio de esta perpendicular, ¿Cómo 
construir la imagon do la perpendicular común en el mapa 

6. Medición de los ángulos Y en los mapas de velocidados, 
Supongamos que en el mapa X, está duda la imagen XQ del ángulo- 
PAD (Py Q son puntos del Absoluto). Se requiero hallar su magai- 
tud 7, Si ol vértice del ánguio PXQ coincide con ol centro del 
la magnitud 7> del ángulo PXQ es igual a la magnitud euclidi 
ángulo PXQ, En caso contrario es suficiente construir en el mapa Ja 
imagen del ángulo P'AQ”, igual (según su magnitud 77) al ángulo 
PxÓ, ¡20 ejemplo, simétrico al ángulo PXQ respecto del punto me- 
dio O del segmento 4X (fig. 4.26). Nosotros sabernos realizar estacons- 
trucción, sí se da la imagen del centro de simetría O. En los siguien- 
tes dos problemas se explica como construir el punto O. 

4) Levantamos las perpendiculares al segmento AX (on el ma- 
pa Ka) desdo sus extremos a ambos lados do él. Demuéstrese que la 
cuerda que une los puntos de intersección de las perpendiculares 
con el absoluto pasa a través del punto O. 

2) 'Prazamos a través del punto X la cuerda PA. Domuéstrese que 
ol punto O está situado en el arco de la circunferencia que intorseca el 
absoluto £4 on los puntos P y R con un ángulo recto 1) (fig. 4.27). 

Indicación. Para una simetría central respecto de O, la recta P, 
se transforma en la recta +”, que en el mapa K, so representa por el 
e PE Utilizando esto, hállese la magnitud (euclidiana) del 
mgulo POR. 

Poro se puede hallar la magnitud 9” del ángulo PXQ sin acudir 
a la simetría central. 

3) Demuóstrese que lu tengente la arco POR en el punto O es 
paralela al diámetro P'R' (fig. 4.27). 

$14) Veamos dos cuerdas que se intersecan PR y QS en ol mapa 7* 
y Esnstruyamos Jos arcos POR y 008, perpendiculares al absoluto 
(lig. 4.28). Demuéstrese que la magnitud 9” del ángulo ontre las rec- 
Las JOPR y QS es sgual a la magnitud euclidiana del ángulo entre 
los arcos. 


1) El ángulo entre los arcos es igual, por definición, a la 
magnitud del ángulo entre las tangentes a ellos en el punto de su 
intersección. 
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7. Mapas isogonales del espacio de velocidades relativista. 
A cada punto X del espacio de velocidades, on el mapa=7"X la corr 
ponde un pasto determinado X. Cotejemos el punto X cón el nuevo 


punto < del círculo X 4, o seu, un punto que representa, en el mapa Ay 
el punto medio del segmento-7" AX, Con otras palabras, hagamos 48 
como que realizamos lu horotecía 7- con wn cooficiente do 1/2 del 
mapa X4. Obtenemos un nuevo mapa Pa, o más exactamente, lo nue- 
vo será Ía correspondencia ontre los puntos 7” y los puntos del mapa, 
mientras que el mismo seguirá siendo wn circulo de radio 1. Del supl 

Inento unterior res 3 


los ángulos deben conservarse (utilíceso el paso límite on ol primor 
teoroma de los cosenos, enando Jas longitudes de los lados de un tni- 
ángulo tienden a coro) Dedúzcase de aquí que el coeficiente X no puede 
diferenciarse de 1, o sea, F es un desplazamiento. Así pues, en la goo- 
motría de Lobachovski ño sólo no hay triángulos semojantes, sino que 
en general no existe el concepto de semejanza. 


Capítulo 5 
CINEMÁTICA RELATIVISTA 


El resultado fundamental de los capítulos anteriores se 
expresa en unas cuantas fórmulas, o sea, en las fórmulas de 
la trigonomotría para el plano de Lobachevski, y en una 
Iraso: el espacio relativista de velocidades poseo la geo- 
metría de Lobuchevski. Con este, aunque no muy grande, 
pero sí valioso equipaje se puede seguir adelante. Pero no 
nos apresuremos. Alora es el momento justo de detenerge 
y desde Ja altura de nuestros conocimientos ver el camino 
recorrido. No vamos a introducir nuevos conceplos, sin 
embargo, si antes al investigar la esteuctura geométrica del 
espacio de velocidados, con más frecuencia íbamos de los 
razonamientos físicos a las deducciones geométricas, on este 
capítulo probaromos demostrar como trabaja la relación 
inversa. Con ayuda de las fórmulas ya conocidas de la geo- 
metría do Lobachevski, deduciremos de nuevo la dependencia 
entro Ja magnitud de la velocidad y la distancia en el espacio 
dle velocidades, la regla de la composición de las velocidades 
y calcularomos algunos efectos físicos imlerosantes. Para 
comodidad juntaremos todas las fórmulas geométricas que 
no servirán en lo posterior. 


5.1. COMO “RESOLVER LOS TRIÁNGULOS" 
EN TIPLANO DE LOBACHEVSKI 


En los tros espacios de curvatura conslante!), o sea, en el 
plano ouclidiano (curvatura nula), en la esfera (curvatura 
positiva) y en el plano de Lobachevski (curvatura negativa), 
actúan fórmulas parecidas que expresan unos elementos del 


3) Véase la sección 3.7. 
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triángulo a través de otros. Particularmente son parecidas, 
una a otra, las fórmulas de la goometría esférica y de la geo- 
metría de Lobachevski: estas últimas se obtícnen de las pri 
meras mediante Ja sustitución de las funciones trigonomé- 
tricas de las distancias esféricas «angulares» (sen x, cos 2, 
tg x) por las correspondientes funciones hiporbólicas de las 
distancias en el plano de Lobachevski (sh z, ch x, th 2) y 
en algunas partes, cambiando el signo. Escribamos unas y 
otras fórmulas paralelamente, a la izquierda, las funciones 
trigonométricas y los triángulos esféricos, a la dorecha, las 
funciones hiporbólicas y «los triángulos de Lobachevskí», 
Comenzaremos por las definiciones y las relaciones funda- 
mentales para las funciones trigonométricas e liperbólicas. 
Definiciones? 


sens = shi= 
1 pix 1 q 2 
O E E) (5.1) 
cosa= chx= 


E A) (5.2) 


tga=sonz/cosz | tha=s8h z/che. (5.3) 
Relaciones fundamentales 

costr+senta=4 | ch?z—shix=1 (5.4) 
sen (14 y) = sh(14y)= 

soni cos y + =shxchy+ 
+ 00s «sen y +ch a sh y (5.5) 
cos (1 4- y) = ch (24 y) = 

:05 4 cOs Y— =chuchy+ 
—sen e sen y +shxsh y (5.6) 
talz +) th(r+y= 


_ Aita de 
EAT (5.7) 


2) En estas definiciones ¿= )/—1, o sea, es la Mamada 
«unidad imaginaria». El lector que no conozca los números complejos, 
puede considerar esto como wna notación puramente formal. Rocu- 
mMendamos verificar, sin embargo, que al wtilar las expresiones els 
como exponentes comunes (ei(xt1) = eíx-e19) y al sustituir, donde 
es necesario, 1* por —1, podemos obtener todas las fórmulas trigono- 
métricas estándar del mismo modo como de las definiciones (54) 
y (5.2) se deducen las fórmulas (5.4)...05-61 y las semejantes a ellas, 
Véase el apéndice. 
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a q 
bh 
y 
FIG. 5,4 
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q 
A A 
IS 
b b 
FIG. 5.2 
Comportamiento con argumentos pequeños z << 1. 

sena Y sha z 

cosa 1—a3/2 | chrrt4 0/2 (6) 

gr =x tiza 


Los gráficos de las funciones hiperbólicas se pueden vor 
on Ja fig. 4.9; on el Apéndico se examinan con detalle sus 
dofiniciones y propiedades. 

Ahora mostraremos las relaciones métricas entro los la- 
dos y los ángulos de Jos triángulos en los dos geometrías 
Desde Inego, entre ollos, los fundamentales son los teoremas 
do los cosenos y de los soros. Las demás fórmulas son sus 
casos particularos. Utilizando las aproximaciones (5.8), 
es fácil comprobar, que para las distancias pequeñas, les 
fórmulas de la izquierda y de la derecha «e transforman en 
las bien conocidas fórmulas de la planimetría euctidiana, 

Trigonometría del triángulo rectángulo (las votaciones 
son evidentes de la fig. 5.1) 


thó=thecosa (5.9) 
sha=shcsena (5.10) 
tga=senbiga tha=skubtga 01) 
cose=cosacosb | che=chachh (5.42) 
cho=ctgactgf (5.13) 


cha == cos a/sen B. (5.14) 


Trigonometría de un triángulo arbitrario (las notaciones 
son evidentes de la fig. 5.2) 
Primer teorema de los cosenos 
cose =cosacosb+|cho=ch a chb— 
-+sena sen bcos y | —shashboosy. (5.15) 
Segundo teorema de los cosenos 
cos y=-—cosacosfB+ | cos y=—cos «cos P+ 
son asen $ cos e +senasonfohc. (5.16) 
Teorema de los senos 
sena _ send sene 


sha _ shó _ she 
sn sf Rey > 


(5.17) 


sn sf sen y 


5.2. UNA DEDUCCIÓN MAS 
DE LA FORMULA DE LA RELACIÓN 
ENTRE LA VELOCIDAD Y LA DISTANCIA 7” 


Esta fórmula la obtuvimos en la socción 4.4; 
Pain = 148 ll, (5.18) 


poro dojándonos guiar porel principio «la repetición es madre 
del aprendizaje» la]deduciremos de nuevo con otro método. 
En el capítulo 4, primero hallamos el aspecto de la fórmula 
de relación y dospués, mediante ella obtuvimos las relaciones 
métricas (5.9)...(5.17) para el espacio do velocidades rela- 
tivista. Ahora el orden será el inverso. Trataremos do demos- 
trar la igualdad (5.18), partiendo de que en el espacio de vo- 
locidades son válidas las relaciones (5.9)...(5.17) de la geo- 
motría de Lobaclovski (en realidad contla fórmnla_(5.9) 
es suficionte). 

Escribamosla dependencia entre la veloc:dad relativa de dos 
sistemas de referencia 4 y A y la distancia!) entre los corres- 


») En la literatura inglesa para lu velocidad 6 yy y la 
distancia (IA BI, on el espacio. de velocidades, se utilizan dos términos: 
avelocity» Y «rapidstyo, En nuestro libro preferimos, en lugor de esto 
último, el término geométrico «distancias 
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pondientes puntos en el espacio de velocidades on forma ge- 
Heral; 


Days = FANAB |). 


Para hallar la función F veamos el movimiento de mna cierta 
partícula B, desde el punto de vista de dos observadoros iner- 
ciales A y C. Supongamos que la partícula 8 (fig. 5.3) se 
mueve del origen del sistema de coordenadas Azy, del pun- 
to A, con velocidad constante v, y su dirección de movimien- 
to forma un ángulo a con el eje de coordanadas Ax. Al cabo 
de un tiempo £ después del ínicio del movimiento Ja partí- 
cula resulta en el punto con coordenadas x= cos -L, 
y = v sen at, Supongamos que otro sistoma do referencia 
Cx'y' se mueve a lo largo del eje Ax con velocidad v cos ez, 
además, en el momento inicial del tiempo los ejes de coorde- 
nadas Cz'y' coinciden con los ejes Azy. En el tiempo t el 
sistema Cz'y' recorrerá, a lo largo del eje Az, una distancia 
igual a v cos o+t. Las coordenadas de los puntos B y € res- 
pecto al eje 4 en cualquier momento son idénticas, por eso, 
desde el punto de vista del observador A la partícula B so 
encuentra constantemente en la recta Cy”. ¡Pero lo mismo ve 
también el observador C! Por lo tanto. los vectores de las 
velocidades de) sistema A y la partícula %, medidos por el 
observador C, serán perpendiculares. Veamos ahora qué aspec- 
to tendrá todo esto en el espacio de velocidades (fig. 5.4). 
Los puntos A, B, C representan las velocidades de los obsor- 
vadores A, € y de la partícula B. Los mismos forman un tri- 
ángulo con lados, que nosotros denotamos con a, d, c. La 
longitud c del segmento AB dotermina la velocidad relativa 
de la partícula B y del observador A: 


v="F (e). (5.19) 


A ycosa 


vr Y 


FIG. 5.3 FIG. 5.4 
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Análogamente, la longitud b del segmento AC deter- 
mina la velocidad relativa de los observadores A y C: 


veos a =P (b). (5.20) 


eS 
El ángulo CAB de nuestro triángulo os igual al ángulo a 
entre los vectores de las velocidades de Ía partícula B y 
el observador C respecto del observador A. Pero el ángulo 


Da 

ÍCA os recto, ya que para ol observador C los vectores de 
las velocidades 110 Y Unic Son perpendiculares entro sí. 
Aquí vemos, que al caso que examinamos en el espacio do 
do velocidades corresponde un triángulo rectángulo. Escri- 
bamos la fórmula (5.9) que relacioma on la trigonometría 
de Lobachevski su hipotenusa, el cateto y el ángulo entre 
ellos: 


thb= the cos a. (5.21) 


Por otro lado de lus relaciones (5.19)...(5.20) se deduce la 

igualdad 

PF (b) = E (c) cos a. (5.22) 
Dividamos ahora (5.22) entre (5.21); el cos a se elimina y 
obtenemos que 

F (bh Dd == 4 (o)/h e. (6.23) 
AL variar el ángulo a. podemos variar < con b invariable con 
ello la igualdad (5.23) no debe violarso. Esto es posiblo sólo 
cuando la relación F (c)/th c es igual a una cierta constante Je 
que no depende mi do Dni de 


IAS 


Así, Megamos a la conclusión de que la velocidad relativa 
do cualesquiera dos sistemas de referencia A y C debo sor 
proporcional a la tangente hiperbólica de la distancia || AC || 
entre los puntos A y € en el espacio de velocidades: 


Pare = Rth NAC ll 


Pero ¿a qué os igual la constante k? Recordemos que no- 
sotros utilizamos el sistema do unidades, en el que Ja velo- 
cidad máxima posible, la velocidad de la luz, numérica- 
mente es igual « 4. Lin ol espacio de velocidades la misma 
se representa por puutos infinitamente alojados, por pun- 
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tos del absoluto. Si Ja velocidad vay tiendo a la volocidad 
do la luz, la distanciaS” || AC || tiende al infinito. Pasando 
al Jímito obtenemos 


Pue = k tl (00) = 


donde Lh (00) — lím thx =4. Por eso, en muestro sistema 


de unidades ke = 1. 
Hemos deducido de nuevo una fórmwla muy importante 


de nuestra teoría; 
Paro = Hi ILAC dl, 


v sea, la velocidad relativa v ay de los observadores inerciales A 
y C, medida en unidades de la velocidad de la luz, es igual a la 
tangente hiperbálica de la distancia || AC || entre los puntos A 
y Cen el esparto de velocidades. 

Si el espacio de velocidades Luviera no la geometría do 
Lobachovski, sino la de Euclides, entonces la relación th hb = 
+ Uh ecos a para el triángulo rectángulo ABC on el plano 
de Lobachevski tendríamos quo sustituirla por la cortespon- 
dionto fórmula euclidiana, que relaciona la hipotenusa, el 
catoto y el ángulo entro ellos: b = e cos z. Dividiendo entre 
ella la igualdad obtenida F (b) - E (e) cos a, observaría- 
mos que 


E0 a 


v 3 


Por eso, en ol caso de la goomotría cuclidiana del espacio de 
velocidades, la velocidad relativa está obligada a ser propor- 
cional a la distancia 


Dao = HAC 


Y como la distancia entro los puntos del plano puede ser Lan 
grande como so quiera, la velocidad también, en este caso, 
puede ser tan grande como se quiera. 

En el caso de la geometría cuclidiana del espacio de velo- 
cidades, los objetos físicos pueden moverse con una velocidad 
cualquiera tan grande como se quiera. 

Ya podomos poner los puntos sobre las ícs en el razona- 
taiento señalado al final del capítulo 3. Ahí, en la sección 3.6, 
dedujimos directamente del principio do relatividad, que 
ol espacio de velocidados es infaliblomento un espacio bi- 
dimensional de curvatura constante. El caso de curvatura 
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positiva, la esfera, fue rechazado por simples razones cua- 
litativas. Nos acabamos de convencer de que el caso de cur- 
vatura nula, el plano evclidiano, corresponde a la mecánica 
no relativista. Queda una tercera variante: el espacio de 
velocidades relativista tiene curvatura constante negativa. 
Partiendo sólo de esto, con métodos puramente matemáticos 
(esencialmonte no elemontales) se puede investigar a fondo 
su geometría y, desde luego, obtener todas las fórmulas 
(5.9)...(5.17) y después, como hemos mostrado, también la 
tórmula de relación (5.18). 


3. LEY RELATIVISTA 
LA COMPOSICIÓN DE VELOCIDADES 


El problema fundamental de la cinemática relativista 
puede ser planteado del siguiente modo. Supongamos que 
en el sistoma inercial de referencia Á están dadas las veloci- 
dados 0x4 de unos ciortos cuerpos X. Se requicro hallar 
la velocidad de estos cuerpos en olro sistema inorcial 4, 
que se muevo respecto do A. Este problema se puede rosolver 
de cos formas diferentos. El primer método consiste on tra- 
zar las velocidades conocidas vx,a en ol mapa de volocida- 
dos K, del observador A, dospués realizar la transforma- 
ción, descrita en ol capítulo 4, del mapa Xy al mapa de 
velocidades K y, que se reduco a la proyección central, y 
«quitar» del mapa K y los valores nuevos de las velocidades. 
Pero utilizar directamente este método no es muy cómodo, 
pues es dlomasiado voluminoso o inexacto: de los datos nt 
méricos al dibujo, después, a través de las construcciones geo- 
métricas, a olro dibmjo y de nuevo a los datos numéricos. 
Es más atractivo el otro método, el llamado «analítico- 
goowétrico». De las volocidados B.x1a, Daya dadas, es me- 
cosario pasar directamente al espacio de velocidados rela- 
tivista 7”, dondo les corresponderán los puntos A, B, . . .. X, 
las distancias 7” entro los cuales están relacionados con Jas 
magnitudes de las velocidades mediante las relaciones 
Uxta = th 1 XA lla 

Para colocarnos en el punto de vista dol observador inor- 
cial 13, es suficiente unir Jos puntos X con el punto BB me- 
diante las rectas 7” y resolver el problema puramente geo- 
métrico de hallar las longitudos y los ángulos desconocidos 
eon ayuda de los teoremas de los cosenos, de los sonos o dle 
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otras lórmulas de la geometría de Lobachevski, mostradas en 
la sección 5.1. Después de esto, con ayuda de las mismas re- 
laciones Vx y = th || XB || se puede regresar del espacio Y” 
directamente a las volocidades, pero medidas ¡ya por un ob- 
servudor arbitrario B! 

Tustraremos este método con algunos ejemplos. Veamos 
Otra vez el problema cinemático más sencillo, o sea, el pro- 
bloma sobre el movimiento de tres observadores a lo largo de 
¡a rocta (véase la sección 4.3). Supongamos quo desde la 
jerra 'T es lanzada una navo espacial N. Cuando ésta coge 
impulso hasta una velocidad v, cercana a la de la luz, desde 
ella se lanza, en la misma dirección, un cohete de explora- 
ción pequeño C. Su velocidad respecto de la nave es igual a 
vz. ¿Con qué velocidad se moverá el cohete en rolación con 
la Tierra? 

Pasemos al espacio de velocidades. Los puntos corros- 
pondientes T, N, € estarán situados en una recta 7”. La dis- 
tancia || UN [| = a, se dotermina por la velocidad de la 
navo en relación con la Tierra: v, = th a,, y la distancia ontre 
los puntos N y €, || NC || = a; es la velocidad del cohete 
respecto do la nave v¿ = th as. La volocidad del cohete ros- 
pecto de la Tierra se determina por la distancia || CT || = a. 
La parte geométrica dol problema es bastante sencilla, la 
misma se roduco a la afirmación de que la longitud del seg- 
mento TC os igual a la suma de Jas longitudes de los sogmen- 
tos TN y NC: 


a=0 + dz, 


en el caso relativista se suman no las velocidades, sino las 
distancias en ol espacio de velocidades. Ahora podemos re- 
gresar a las volocidades medidas: desde el punto de vista del 
observador en la Tierra, el cohete se moverá con una volo- 
sidad 


v=th a = th (a, + a,). 


Queda recordar cómo se expresa la tangente hiperbólica de la 
suma a través de las tangentes hiperbólicas de los sumandos 
(fórmula (5.7) 


_ Ahajtibas _ 40% 
SEO E E 


Esta es la fórmula relativista de composición de las vo= 
locidades conocida ya por nosotros. Desde Juego, para velo- 
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FIG. 5.5 
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cidados pequeñas, mucho menores que la volocidad de la luz, 
enando 01, va < 1, ésta se Lranslorma en la Fórmula no rola- 
tivista de la composición de velocidades v -- 1, +1: dy. Es 
útil valorar cuándo estas fórmulas comienzan a diferonciarse, 
considerablemente, una de otra. En la fig. 5.5 se muestran 
los gráficos de la dependencia de la velocidad resuJtante 1, 
calculada según las fórmulas relativista y no relativista en 
el caso de somandos iguales v, = v,. Se vo que ambas leyes 
de adición de velocidades proporcionan resultados idénti- 
cos, para volocidades que no superan 0,2...0,4 do la velocidad 
de la luz. Los cohetes espaciales modernos tienen velocida- 
des del orden de 407* de la velocidad de la luz. Al parocer, 
nuestro problema para los cohotos tendrá un valor práctico 
todavía no muy pronto. 

En el siguiento ejemplo veremos la composición de volo- 
cidades dirigidas bajo mn ángulo una respecto de otra”). 

Supongamos que dos observadores /3 y C se mueven ros- 
pecto de A con velocidades igunles en magnitud, además el 
ángulo entre los vectores Da Y Wcya os igual a 2/3. En la 
cinemática no relativista los Lres puntos-”A, B, C serían 
los vértices del triángulo regular en el ospacio de velocidados, 
y para ol observador Z las volocidados de los otros dos obser- 
vadores serían también iguales y estarían dirigidas bajo un 
ángulo de x/3 una respecto de otra. En la teoría de la rela- 


1) El término «composición do velocidades» os más conve- 
niente para la cinemás ista, dondo las: velocidades, en 
efecto, se suman según la regla del paralelogramo; 0,4 =Dyya + 
+ Ogyp: En el caso relativista os más correcto hablar de la etrans- 
formación» de lus velocidades al pasar a otro sistema de referencia. 
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VIO. 5.6 A 
Lividad esto ya no es así. Veamos ol cuadro correspondiente 
en el espacio de velocidades (e 6). Los tres puntos A, B, 
€ son los vértices del triángulo coles con lados || AB || 
PAC | => 6 y un ángulo en el vértice A igual a 203, además 
Puja = Ceja +0 0= td. Para el observador 23, los voc- 
tores do las velocidados 01jp Y Depp se determinarán por 
las longitudes do los lados [| BA ||" b y BC Ha del 
triángulo BAC y por el ángulo a entro ellos. 

Surge el problema geométrico: hallar la base y el ángulo 
de la hase del triángulo isóscoles c: ondo los lados lale- 
ralos y el ángulo dol vértice. La base a +. || BC || do nuestro 
Uejángulo se halla si el teorema de los cosenos (0.15): 


bshbcos E 


cha=cbehb— $ 


—et0—Ltb=4 44 2h (5.24) 
2 2 
(aquí utilizamos la identidad fundamental para las funciones 


pa 
hiperbólicas (5.4). Para calcular el ángulo a - ÁBC, es- 
cribamos el segundo teorema de los cosenos (5.16): 


—cos a cos F+ sen sen EPohbo 


sena ch. 


(No está de más subrayar que también en la geometría de 
Lobachovski los ángulos de la base de un triángulo isósceles 
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son iguales, ¡demuéstrelo!). Así pues, el ángulo a. entre los 
vectores de las velocidades de los observadores A y C, res- 
pecto del observador 2, se determinan por la fórmula 


chb 3 1 
YE Y3 yI=m0" 
th d: 


ctga 


o a través de Ja velocidad vpn 


tea 


En el caso relativista será menor que 1/3, ya que ch > 1 


y, porlotanto, ctg a > ES 


=etg2.Sila velocidad Wa = 


1] 

v tiende a la velocidad de la luz e = 1 (límite ultrarre- 
lativista), « tenderá au cero, o sea, las rectos AB y BC se 
transforman en rectas, paralelas en el sontido de Lobachevs- 
ki, que se intersecan con un ángulo nulo en el punto B infi- 
nitamente alejado y siluado en el absoluto del espacio 7”, 
En la fig. 5.7 ostá ropresentada la dependoncia entro el án- 
gulo e: y la magnitud de la velocidad vaa == 1. Aquí vemos 
que en el caso rolalivista el ángulo entre los vectores de las 
velocidades 041 9 Y Uey y Comienza a diferenciarso, noloria- 
mento, de su valor no relativista 243 sólo cuando e = 0,4 
Cuando v + 0,2 esta diferencia no supera ni el uno por 
ciento. 

La velocidad del observador € respecto del observador 2 
es igual a la Langento hiperbólica de Ja dis conocida 
de (5.24), entre los puntos B y € en el espacio de velocidades 
relativista: vp Uh a, donde cha =1 | (sh: 0)/2, y 
(hd =w. Haciendo cálculos sencillos se puede expresar 
Paya a través de Ema + 0 

y 43 
Dora Pz $ 


El gráfico de esta dependencia se muestra en la fig. 5.8, 
Para velocidades pequeñas », este gráfico prácticamente 
no se diferencia de la recta ten =>» si la velocidad 
tiende « la velocidad de la Juz, o sea, a da unidad, también 
Dei 1 desde luego, tiende a Ja unidad. adomás, en ninguna 
parte la diferonesa ontre el resultado relativista y el no re- 
lativista supera el 5% de la velocidad de la Juz. 

Se puede señalar (y oslo se ve de los ejemplos estudiados), 
que el exror de la composición «newloniana» de Jas veloci- 
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dades (según la regla del paralelogramo) no supora el 1% 
hasta velocidados «el orden de 0,2...0,4 de la velocidad de 
la luz. Aquí, las correcciones relativistas, sogún el orden 
de magnitud, son íguales al producto de las velocidados su- 
madas. Las diferencias cousidorables entre las teorías rola- 
livista y no relativista comienzan a aparecer sólo cuando las 
velocidados son aproximadamente mayores que la mitad de 
la velocidad de la luz. 


ABERRACIÓN DE LA LUZ 
LAS ESTRELLAS 


Voamos otro ejemplo útil. Supongamos que en ol sistema 
de rolerencia € la partícula A se mueve a lo largo dol eje y 
con velocidad 4, y el observador 3, a lo largo del eje 7 
con velocidad » ,. Determinemos la magmtnd y la dirección 
de la volocidad de la partícula respecto al observador. Di- 
bujomos en el espacio do velocidades ol enadro que corres- 
ponde a nuestro probloma (fig. 5.9). El punto € representa 


la velocidad del sistema original de referencia, el punto B, 
la velocidad del observador, A, la velocidad de la partícula, 
El triángulo ABC os rectangular con un ángulo recto en el 
vértico € y sus catelos doterminan las correspondientes vo- 
locidades: W4 -- UD, ep = tha. La maguitud de la velo- 
cidad de la partícula respecto al observador 13 se determina 
por la hipotenusa c: Voy = th c, y la dirección, por el án- 


gulo a = B del triángulo ABC. 

Ahora es necesario de nuevo resolver un problema pura- 
mente geométrico: por los catetos dados a y ) dol triángulo 7” 
rectángulo, hallar su hipotenusa e y el ángulo «. Demos un 
vistazo a la lista de fórmulas: nos sirven el teorema de Pitá- 
goras (5.12) y la relación (5.11) que relaciona dos catetos 
y un ángulo agudo del triángulo rectángulo ABC: che = 
= ch ach b; 11 ó=shatga. 

¡Listo! El problema está resuelto. Ls necesario única- 
mente escribir de nuevo la respuesta a través de las veloci- 
dados t., y Uy. Para eso, todas las funciones hiperbólicas 
serán expresadas a través do la tangente Jperbólica: 


A A A 
y M8 > Vier 


y sustituimos las tangentes por las velocidades correspon- 
dientos. Después de estas transformaciones sencillas obtene- 
mos que 
Whip vih +o—vivh, tga= SS VI=%. (5.25) 
En el límite no relativista de velocidados pequeñas, en 
la primera fórmula se puede despreciar el producto vxvp 
on comparación con los demás términos, y en la segunda, 
Ja magnitud vj en comparación con la unidad. El resultado 
se pnede predecir fácilmente, esto es. desde Inego, las fór- 
mulas no relativistas comunes 


PA 
Vaim=0A hOh, ga =-, 0. 


Mucho más interesante es el otro caso límite. Suponga- 
mos que la velocidad de la partícula A aumenta, aproximán- 
dose, en magnitud, a la velocidad de la luz: 9,4 > 1. En 
el espacio de velocidades el punto A, con ello, se aleja al 
absoluto, y las rectas CA y BA se vuelven paralclas en el 
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seutido de Lobachovski. Sustituyendo en (5.25) va — 1, 
hallamos que 
ra 
Vis vh+i=ob=1, tga=Y p—1. 

La primera colación es trivial, la velocidad do la partí- 
¿ula 4. que se mueve con la velocidad de Ja luz en relación 
con el sistoma €, debo ser igual a la unidad lambién para el 
observador 8. La segunda puode ser trausformada mediante 
las fórmulas de la geometría común: recordemos que tg a = 

7 a 
VÁ — 1 y obtenomos la bolla (y ya conocida, vón- 


se (4.30)) fórmula 


cos a == 1h a. (5.26) 


Desde el punto do vista de la geometría, 2 0s el ángulo de 
paralelismo de Lobachovski (el ángulo entro la recta BA y 
la perpendicular BC a la recta CA, paralela a ella en el son- 
tido de Lobachevski, véase la sección 4.7). Este ostá rola- 
cionado directamente con un electo físico real, con la aborra- 
ción de la luz de las estrollas, 

¿Qué es esto? Al medir los ángulos bajo los cuales se 
von desde la Tierra las estrellas lejanas, se puedo nolar quo 
en el Lranscurso de un año los mismos varían un poco, Expli- 
car esto es sencillo. Supongamos que en el verano ol observa- 
dor ve la estrella justamente bajo un ángulo do 90? con rela- 
ción a la dirección del movimiento de la Tierra alrededor del 
Sol. Después do medio año la dirección de la velocidad de 
movimiento do la Tierra varía a la opuesta. Como la mag- 
nitud de la velocidad orbital de la Tierra en el sistema de 
unidades común Drierra Y 30 km/s = 107 c, las volocida- 
des de «verano» y de «invierno» de la Tierra se representan en 
el espacio de velocidades por los puntos € y B, situados a la 
distancia-7'a, tal que th a = v == 2-10, Supongamos quo 
el punto- 7”A, situado en el absoluto representa la velocidad 
de los fotones que vuclan desde la estrella observada hasta 
la Tierra (fig. 5.10). En verano el vector do esta velocidad 
forma con la dirección del movimiento de la Tierra un ángulo 
do 90", por eso, el ángulo del vértice C del triángulo ABC 
en el espacio Y” es rocto. En invierno la estrella se ve bajo 
un ángulo a; con la misma dirección, igual, evidontemente, 
al ángulo del vértice B del triángulo ABC. La variación 
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p == 90% — ez de la coordenada angular de la estrolla on me- 
dio año so halla según la fórmula (5.26). 
sen 5% —=.. 

En el fenómeno mismo de la aberración no hay nada espe- 
cificamente relativista. Cada uno de nosotros ha podido 
vor como Jas huellas de las gotas de lluvia en los vidrios Ja- 
toralos de un automóvil se separan do la vertical, en cuanto 
ésto comienza a moverse. En la cinomática clásica el ángulo 
de inclsmación p se dotermina de la evidente igualdad tg 1p = 
= Vautomevi/O ya [si no hay viento). Análogamente, Ja 
aberración de la luz de las estrellas se describe en la Leoría 
elásica por la ley tgw . Cuando v= 2rerra/e = 
= 2:10—1 el valor del ángulo de aberración oblonido de aquí 
es tan pequeño, que en los límitos de la oxaclitud de las me- 
diciones alcanzada no se «iforencia del rolativisla (sen y 
= 1). Por eso, los resultados de los experimentos de medición 
de la aberración de la luz de las ostrellas con igual exacti- 
tud se describen por la teoría clásica y por la Leoría de la 
relatividad. Pero no vale la pona pensar que así siempro ocu- 
rre on todos los casos de importancia práctica. Los objetos 
macroscópicos del sistema solar, nalurales y artificiales, 
tienen velocidades domasiado pequeñas, como para que me- 
diante ellos se pudieran notar los efectos relativistas. Olro es 
el asunto con los objetos del micromundo: las partículas ele- 
mentales, que Jlegan a la Tierra con los rayos cósmicos o 
que se aceleran artificialmente hasta velocidades cercanas 
a lu de la luz en los aceleradoros. Aquí ya la cinemática re- 
lativisto comienza a trabajar con toda su fuerza. Nosotros 
relataromos acerca de como ésta ayudó a describir el mesón 
an neutro. 
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DESCOMPOSICIÓN DE UN PIÓN NEUTRO 
EN DOS CUANTOS GAMMA 


Al interactuar la sustancia de un blanco y de un haz de 
neutrones, que son lanzados de un acelerador, se forma un 
conjunto de diversas partículas, entre ellas los llamados me- 
sones 1 o piones. Se conocen tres tipos de 11 mesones: de 
carga posiliva (mt), negativos (17) y eléctricamente neutros 
(110). Listos últimos viven poco y comúnmente se descomponen 
en dos fotones de energía grande, o sea, en dos cuantos y. 
Precisamente óslos pueden ser registrados por contadores de 
radiación y. El mesón 1" mismo permanece invisible, ya que 
su carga eléctrica es igual a cero, no entra on las interaccio- 
nes eléctricas con los átomos y deja huellas ni en Jas 
fotoemulsiones ni en las cámaras de burbujas o en la cámara 
de Wilson 

Veamos enál es el aspecto de la descomposición de uu 
mesón a” en dos sistemas de roforencia diferentos, en el sis- 
tema A de laboratorio, donde el contador de cuantos y perma- 
nece iumóvil y en el sistema donde el mesón 1% permanece 
mmóvil, o sea, el sistema de referencia B. el sistema de 
reposo dos cuantos y, y, Y Ya, se separan con la velocidad de 
Ja luz en direcciones contrarias. Por eso, en el espacio de 
velocidades los puntos y, y ya están en el absoluto y al mismo 
tiempo en una recta 7" que pasa a través dol punto B, que 
roprosenta la velocidad del mesón aC (fig. 5.11). El punto 4 
representa la volocidad del sistema de referencia del labora= 
torio, en el cual el pión descompuesto se movía con la velo- 


FIG, 5.11 
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cidad y = th a. Esclarezcamos ahora como estarán dirigi- 
das las velocidades de los cuantos y en el sistema de labora- 
torio 4. Unimos en el espacio de velocidades ol punto 4 
coñ los puntos del absoluto y, Y ya mediante las rectas Ay, 
y Ay, Estas roctas so intersecan con la recta y,By, en e 
absoluto, o sea, son paralelas a Sila en el sontido do Loba 


chovaki. El ángulo ontro ollas j/Ay, — 2a, o son, el ángulo 
entre la dirección de las velocidades de los cuantos y en el 
sistema do referencia del laboratorio será igual al ángulo 
do paralelismo de Lobachevski duplicado. Tracemos del 
punto 4 a la recta y,8y, ln perpendicular AC y denotemos 
su longitud a través de h. El ángulo de paralelismo de Lo- 
buchevski se determina por la longitud de esta perpendienlar 


(Véase (5.26): 
cosa hb (5.27) 


Veamos el ángulo q entro las rectas BA y y¡By,. Este 
puede variar do O a x, y es que en el sistema de reposo los 
cuantos y pueden moverse en cualquier dirección. Además, en 
el sistoma de referencia del laboratorio el ángulo 22 variará 
entre las direcciones de salida de los dos cuantos y. ¿Poro 
outro qué límites? Cuando q - 0.6 x son dos cuantos y y 
on ol sistema de laboratorio volarán también en direcciones 
contrarias; con cllo 2% = a, y la longitud de la perpendi- 
cular d - 0. Cuando q crece de O a 1/2, la longitud de la 
perpendicular b aumentará de cero hasta sn valor máximo, 
igual a la distancia a entro los puntos A y 8, y el ángulo de 
salida do los dos cuantos en el sistema de iblocatato: d 
minuirá respectivamente de x hasta un cierto valor mínimo 
Pomar que se determina por la fórmula de Lobachevski (5.27): 


08 Sami += Al Dix = tha 1. 

Así, en el sistema de Jaboratorio existe el menor ángulo 
de salida de los dos cuantos y, que se forman como resultado 
de la descomposición de] mesón x neutro. La comprobación 
experimental de la existencia de este ángulo mínimo do sa- 
tida fue la primera comprobación de la existencia del mesón 
101), Dos contadores de cuantos y. conectados según el esque- 


1) Steinderger J., Panovsky W. K-H., Steller J — Physical 


Review, 1950, v. 78, p. 802. 
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ma de coincidencias, fueron colocados bajo un ingulo uno 
respecto del otro y dirigidos al lugar donde supuestamente 
se descompusieron los mesones 1%, que tienon aproximada- 
mente Ja misma velocidad v. Al disminuir el ángulo entro 
los contadoros la intensidad del cálculo disminuve rápida- 
monte al alcanzar el ángulo Sata, COS Coín = Y 

Lo mis notable es que conceptos geométricos tan abslrac- 
tos como las paralelas de Lobachevski y ol ángulo do parale- 
lismo adquirieron un sentido físico bien concreto. Desde 
Inogo, el tiempo necesario para esto no fue pequeño. 


Capítulo 6 
LEYES DE LA CONSERVACIÓN 

DE LA ENERGIA Y DEL IMPULSO 
EN LA MECÁNICA RELATIVISTA 


Si no deseamos estudiar únicamente el movimiento iner- 
cial de las partículas, y nosotros, desdo luego, no queremos 
esto, lo primoro que debemos comprender es cómo, on la 
mecánica relativista, se representan las leyes más «funda- 
mentales» que describen los procesos de interacción, o sea, 
las leyes de la conservación de la onergía y del impulso. Y es 
poco probable que sorprendamos al lector con ol hecho de quo 
en la teoría de la relatividad, las definiciones clásicas de 
energía y do impulso de una partícula 


E 


tienen que ser revisadas. Y es que de acuerdo a ostas defint- 
cionos la energía y el impulso de una partícula de masa m 
no pueden ser mayores que Emáx -= mec%/2 Y Pinóx = Me, 
ya quo su velocidad no puedo superar la de la 1uz2). Pero ima- 
ginémonos que la partícula cargada so halla en un acelerador 
cirenlar, o sea, en un ciclotrón. En el proceso de acoloración 
la partícula, periódica y reiteradamente pasa por un mismo 
campo oléctrico acelerador, moviéndose por una órbita circu- 
lar en el campo magnótico, En cada rovolución, el campo eléc- 
(rico realiza wn mismo trabajo, que se gasta (según la ley de 
la conservación de la energía) en aumentar la energía cinó- 
tica de la partícula. Cuantas más revoluciones se hacen, tan- 
Lo mayor se vuelve la energía de la partícula y, en princi- 
pio, puede ser tan grande como se quiera (si el campo magné- 


mel2, p=mo (61) 


1) En nuestro sistema de unidades la velocidad de la partí- 
cula es adimensional: Y = Uommgp/c. Por cso, os conveniente en lo 
posterior medir la enorgía y el :mpuiso de la partícula en unidades de 
masa: E= Emmaiyls P= Pewmú/e» doudo e es la velocidad de 
la loz. 
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tico, que mantiene a la partícula en su órbita, se puede an- 
mentar adccnadamente). Pero la fórmula clásica de la oner- 
gía, junto con el principio de relatividad de Einstein «no per- 
mite» a la encrgía do la partícula crecer ¡limitadamento. 

Las expresiones no relativistas para la energía y el im- 
pulso (6.1) sou válidas sólo aproximadamente, cuando las 
velocidades de las partículas son pequeñas en comparación 
con la velocidad de la luz. Para velocidades grandes éstas 
no concuerdan con las loyes de la conservación. Bueno, pues, 
les buscaremos una sustitución. 


6.1. ¿QUE SABEMOS ACERCA 
DF LA ENERGÍA Y DEL IMPULSO? 


Los conceptos de energía e impulso son introducidos on 
la física, precisamento porque para ellos son ciertas las leyes 
de la conservación. Instamento de esto partiremos al dedu- 
cir las expresiones nuevas, relativistas, para la energía y 
el impulso de una partícula. 

Planteemos el problema con más exactitud. Bl impulso de 
ua partícula os un vector, dirigido a lo largo de su velocidad, 
cuya magnitud depende do la masa de la partícula y de su 
velocidad respecto al sistema de referencia dado. La energía 
de una partícula os una magnitud escalar que también de- 
ponde de la masa y de la velocidad do la partícula. En el 
caso no rolativista estas depondencias están dadas por las 
fórmulas (6.1). El aspecto que ellas lienen en la teoría de 
la relatividad os lo que tenomos que esclarocer más adelante. 
Desde lnego, para velocidades no grandos las nuevas fór- 
mulas tienen que transformarse en antiguas. 

Las, leyos de conservación de la enorgía y del impulso 
añieman que. al calcular la onergía de todas las partículas 
que toman parte en alguna interacción (energía total del 
sistoma de partículas) y la suma vectorial de sus impulsos 
(impulso total) siempre obtendremos un mísmo valor, si el 
sistema do partículas dado es aislado '). En una palabra, 


en un sistema aislado de partículas que interactúan 
se conservan la energía total y el impulso total del 
sistema. 


%) Es decir, que sobre 6l no actúan enerpos externos, 
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Como muestra el experimento, las leyes de la conserva 
ción de la energía y el impulso se cumplen siempre y por 
doquier, sean cómo fuesen de complejos y confusos los pro- 
cesos que ocurren con las partículas. Y en correspondencia 
directa con cl principio de relatividad estas loyes son válidas 
en todos los sistemas inerciales de referencia. 

Las interacciones complejas no nos során necesarias. 
Estudiaremos las más sencillas de ellas, o sea, las colisiones 
elásticas de dos partículas. La naturaleza nos hizo un rogalo 
valioso: resulta que se puedo construir el grafo cinemático 
de la colisión elástica sin conocer las fórmulas exactas para 
la energía y el impulso. Por el contrario, mediante el grafo 
estas fórmulas pueden ser deducidas, si se exige que en cual- 
quier sistema de referencia se cumplan las leyes de la con- 
servación de la encrgía y del impulso durante una colisión 
elástica. Como veremos, mediante esta exigencia la depen- 
dencia de la energía y el impulso de una partícula de su 
masa y velocidud se determina por completo univocamente. 


6.2. GRAFO CINEMÁTICO 
DE LA COLISIÓN ELÁSTICA 

A AAA 
Así pues, veamos una colisión elástica de dos partículas 
A y B. Purtiremos de que la energía total y el impulso Lotal 
del sistema de estas dos partíenlas, como resultado «do la 
colisión no varía. ¿Qué se puede decir entonces acerca do la 
posición, en el espacio de volocidades, de los puntos A, B, 
A" y B'. que reprosentan las velocidados de estas partículas 

antes y después de la dispersión, respectivamente? 
Tomemos en el segmento AB un punto ucbitrario O y 
veamos lo que ocurre desde el sistema de roferencia O que 
lo corresponde a este punto. En este sistema de reforencia las 
velocidades. y por lo tanto, los impulsos de las partículas A 
y B están dirigidos en sentidos contrarios, y sus maguitudos 
dependen de la posición del punto O en el segmento. En parli- 
cular, sj el punto O coincide con el extremo del segmento 4, 
la velocidad y el impulso de la partícula A respecto al siste- 
ma de referencia ( son iguales a cero, y el impulso de la par- 
tícula no es nulo, Pero st el punto O comecide con B, en- 
tonces al contrario, el impulso de la partícula B on el sis- 
tema O será igual a cero, y el de la partícula A uo. Por eso, 
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FIG, 6. a 


desplazando el punto O por ol segmento de un extremo a otro 
podremos hallar Lal posición, para la cual Jos impulsos do 
las partículas serán iguales en magnitud, permaneciendo con- 
lrarios on dirección. Ll impulso total en el sistema de rete- 
rencia correspondiente es igual a cero, con otras palabras, 
esto os el sistema del centro de masa. Denotámoslo en el grafo 
(véaso fig. 6.1). Gomo el impulso total se conserva durante 
las intoracciones, en el sistema del contro de masa los im- 
pulsos de las partíenlas A y 1 serán Lamiuón, después de la 
colisión, iguales en magnitud y de sentidos contrarios. De 
aquí so deduce inmediatamente, que ol segmento A'B' en 
el espacio de velocidados pasa a través del punto O. 

Ahora, utilizando la ley do la conservación de la onergía 
domostraremos la igualdad de la longitud de los sogimentos 
OA y OA, OB y OB. Supongamos por ejemplo, que el soy- 
mento OA” os más largo que el segmento OA. Esto significa 
quo. como resultado de la colisión, la velocidad de la partí- 
enla A aumentó. Por lo tanto, aumentaron su energía y su 
impulso, Pero los impulsos de las partículas A y on ol 
sisloma del centro do masa son iguales en magnitnd. Resulta 
que el impulso de la partíenla A y, junto con él, su velocidad 
y su energía aumentaron tambión. Finalmente obtenemos 
que la energía total del sistoma creció, cosa que no puede 
ser. Igualmente so demuestra que el segmento 04” no puede 
ser más corto que el segmento OA. Por eso, los segmentos OA 
y OA!, OB y OB' deben ser ignales por pares. 

El primer punto de nuestro plan ha sido cumplido, o sea, 
sin conocer las fórmulas para la energía y el impulso de nna 
parlícula y partiendo sólo de que la energía total y el im- 
pulso total de dos partículas en su sistema del centro de masa 
se conservan duranto una colisión elástica, hemos establocido 
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el aspecto del grafo cinemático (fig. 6.1 


como resultado de una colisión elástica el segmento 
AB simplemente gira alrededor del punto O, con ello 
el punto A se lransforma en A”, y el B, en B'. 


El ángulo de giro no se determina por las leyes de la consor- 
vación de la energía y del impulso, ésto puede ser cualquiera. 
Por el contrario: 


la estructura descrila del grajo automáticamente sumi- 


nistra la covservación de la energía total y del impulso 
en el sistema del centro de masa O, 


En efecto, de la igualdad de los segmentos OA y 04”, OB y 
OB' resulta que, las velocidades de las partículas A y £ 
en cl sistoma del centro de masa no varían en magnitud. Por 
eso, también las magnitudes de la energía y del impulso de 
cada una de las partículas en el sistema de referencia O 
siguen siendo Jas mismas, indepondientemente de la forma 
en que se capresen a travós de las velocidades. 

Pasemos ahora del sistoma del contro do masa a cualquior 
otro sistema de roforencia S. Es evidente, que al girar el 
segmento 48 alrededor del punto O en el grafo cinomático 


Ls 
(Gig. 6.2), o seu. al variar ol ángulo y SOA, las longitudes a 
y b de los segmentos SA y SB variarán. Esto Significa, que 
on ol sistoma de referencia S las velocidades de Jas partí- 
eulas como resultado de la colisión varían no sólo en diroo- 
ción, siuo que también en magnitud. Junto con ellas varían 
Jas onergías £4 y Ep y los impulsos pa Y Py de las partí- 
enlas. Pero las leyes de la conservación deben cumplirse 
también en el sistoma S. Y abora, en general, éstas no se de- 
ducen por sí mismas del aspecto del grafo. Anto nosotros te- 
memos planteado un problema: hallar tales fórmulas para 
la onorgía y el impulso, que para todas las variantes de sa- 
Lida de las partícntas después de la colisión, o Sca, para Lodos 
los posibles valores del ángulo «p en el grafo, den resul 
tados idénticos, no dependientes del ángulo q, del valor de 
de la energía total 
Eras En = 


y del impulso total 
Pa kPn= 
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FIG. 6.2 FIG. 6.3 


Esta última igualdad es vectorial. Por comodidad la escribi- 
remos de nuevo en sus proyecciones a los ejes convenientes. 
Soñalemos que el vector del impulso total p en ol sistema de 
referencia S está dirigido a lo largo del vector de la velocidad 
del sistoma dol centro de masa respecto de $: p [001 
En efecto, el vector p no varía al varias ol ángulo q. Pero 
eiando q = 0, los puntos A y B on el espacio de velocidados 
se sitúan en la recta SO. Por eso, cuando q. = 0 los impulsos 
dle las partículas A y A en el sistema $. que siempre están 
dirigidos según las volocidades, serán colineales al vector 
Po y a. Por lo tanto, el impulso total p -- pa -- py también 
será colinea] a este vector. De aquí resulta que la proyec- 
ción del vector p a la dirección del movimiento del sistema 
del centro de masa es igual, simplemente, a la magnitud p 
«el impulso total. Al mismo tiempo, la proyección del vector 
«lol impulso de In partícula A a esta dirección es igual a 
pa cos a, donde p, es la magnitud del impulso, y a es el 
ángulo entre las volocidades de la partícula A y el sistema 
do referencia O respecto de S (en el gralo éste es el ángulo 
ASO: véase fig. 6.2). Análogamonte, la proyección del im- 
Pulso py de la partícula B a la misma dirección os igual a 


Do 
PyCos P, donde $ = BSO. Así pues, pa cos € -| ppcos P = 
= p (fig. 6.3). Exactamente del mismo modo se obtiene la 
ecuación para la proyección de los impulsos de las partículas 
a la dirección perpendicular a la velocidad del centro de masa 
(fig. 6.8): 


Pa seno — py sen $ =0, 
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Finalmente, en el sistema de referencia S las leyes de 
la conservación de la energía y del impulso durante una coli- 
sión elástica, adquieren una forma de tros ecuaciones: 


Ea + En=E (E no depende de q) (6.2) 
pacosa + pacos $ =p (pno depende de q) (8.3) 
pasen a — pasen p=0. (6.4) 


Ahora debemos adivinar, qué combinaciones de las masas 
y de las velocidades de las partículas es necesario colocar 
on lugar de las energías y de los impulsos, en los primeros 
miembros de estas ecuaciones, para obtener las magnitudes, 
que no varían al girar el segmento AB alrededor del punto O, 
o sea, que no dependen de «. 

Comenzaremos por el caso no relativista, cuando la res- 
puosta es conocida, e intentaremos comprendor en qué con- 
sisto, digamos, «el mecanismo geométrico» de la constancia 
de la energía total y del impulso. Después introduciromos 
este mismo mecanismo en el plano de Lobachevski y, como 
por arte de magia, él nos proporcionará una pila completa 
de fórmulas importantes y útiles de la teoría de la relativi- 
dad. Y entre ollas, desde Juego, las fórmulas relativistas para 
la energía y el impulso de una partícula. Unicamente, ya 
que nuestro «mecanismo» a pesar de todo es geométrico, nos 
pondremos de acuerdo en expresar la enorgía y el impulso 
no a través de las velocidades de las partículas A y B, sino 
a través de las correspondientes magnitudos geométricas, 
o sea, las distancias 7" a y b. 


a 


63, CASO NO RELATIVISTA 
di A A 
Como la velocidad de una partícula en el sistema de refo- 
rencia dado, para el caso no relativista es igual a la dista 
cia entre los puutos correspondientes del espacio de veloci- 
dades, la energía y los impulsos de la partículas A y B en el 
sistema S son iguales a: 


E, =MAP/2, pa = Ma, 
Ep <= mall, pa =Mpb, 


donde ma y m. son las masas do las partículas. Comprobe- 
mos que en efocto estas expresiones satisfacen las condiciones 
(6.2), (6.3) y (6.4). 
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Comencemos por Ja energía. Es necesario demostrar que 

la magnitud ma /2 + mm yb*/2 no depende de q (véase (6.2). 
Expreseros cada sumando directamente a Lravés del ángulo q. 
y de magnitudos que no dependen de q. Según el teorema de 
los cosenos para los triángulos OSA y OSK 

al ade — La d cos q, 

be 8 hd 2hud cos q 
(en La segunda igualdad sustituimos cos (1 — 1) por —cos 4), 
donde aa, by y d son las lougitudos de los segmentos OA, 
OB y OS (6ig. 6.2). Multiplicando la primera iguiddad por 
male y La segunda por » y/2 y sumándolas obtenemos: 
En En = maa/2 mplb/2 => maat/2 | 
Sm pl3l2 y (ma + mp) 2 — 


— (01.449 — m Do) d cos y. (6. 


Los primeros tros sumandos en el sogundo miembro 10 de- 
ponden de q, y el último contiene como multiplicador la 
expresión maty — Mm yby. Pero esta os la diferoncia de las 
magnitudes do los impulsos de las partículas en el sistema de 
su centro de masa 0, dondo el impulso total cs igual a cero. 
Por lo tanto, el último sumando es igual a cero y la condi- 
ción (6.2) se cumple. Señalemos de paso, que la voluminosa 
fórmula (6.5) Liene un sentido bastante simple. En efecto, 
denolomos con Ej la energía cinética total de las partículas 
en ol sistema dol centro de masa: E, == maj/2 | m yb3/2, 


y con M o= ma + mp su masa total. Entouces (6.5) se reos- 
cribo en la forma: 
E=E,+E,= E, + Mdi/2. (6.6) 


Esto es el conocido teorema de Kónig de la energía cinética: 
la energía cinética de dos partículas en un sistema de refo- 
rencia arbitrario es igual a la suma de su energía cinótica 
del movimiento en relación con el centro de masa y de la 
energía cinética del movimiento del centro de masa mismo 
Mde/2 (recordemos que d = 0o1g): 

Recordemos el «mecanismo» de deducción de la ley de con- 
servación de la energía: es necesario escribir el teorema de 
los cosenos para los triángulos OSA y OSB, multiplicartos 
por la correspondienle masa y sumario. 

Pasemos a la ley de conservación ¿del impulso en su pro- 
yección a la dirección del movimiento del centro de masa 
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(6.9). La suma de las proyecciones do los impulsos do las 
partículas en esta dirección es igual a maacosa + 
+ mb cos p. Esta se transforma fácilmente mediante el 
teorema de los cosenos para los lados OA y OB do los triángu- 
los OSA y OSB. 


a e 2dacosa, 
bj =D + d*— 2 db cos fo 


Multipliquemos la primera igualdad por m,/2, la segunda 
por m/2 y sumemos: 


mad? mpli/2= maa/2 | mpbl2 + 
+ (ma ! mp) 3/2 —d (ma cos a | mb cos P). 


Do aquí 


m, acosa n,b cos 
A ñ 


y según el teorema de Kóvig (6.6) Lenemos: 
pacosa | ppcosf - Md (6,7) 


o sea, la proyección del impulso total a la dirección do movi- 
miento del centro de masa no deponde de q. 

Finalmente, veamos la última relación (6.4), o sea, la 
Joy de la conservación del impulso en su proyección on direc 
ción perpendicular a la velocidad del centro de masa. La 
proyección correspondiente dol impulso total es igual a 
ma sen a — in yb son P. Según el teorema de los senos para 
los triángulos OSA y OSB tonemos: 


A sen = dy Son q. 
b sen P 
Por lo tanto, 
Pa sen o — py sen $ = may son q — 
— mM by sen y = (M409 — M pbo) sen y = 


son (1 — q) = ba Son q. 


(6.8) 


ya que en los paréntesis tenemos la magnitud del impulso 
total en el sistema dol centro de masa, 

De las fórmulas (6.7) y (6.8) se deduce quo el vector del 
impulso total es igual al producto de la masa tolal por el 
vector de velocidad del centro de masa: 


p= Mos (6.9) 
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o sen, el movimiento del contro de masa es parecido al movi- 
miento de una de las partículas «componentes» con masa M 
y velocidad 00, 5. Esta analogía se puede ver en el caso rel 
livista también. Esta última fórmula para el impulso com- 
ploto la podríamos haber deducido mucho más rápido, pero 
A nosotros nos interesa no la fórmula misma, sino el «meca- 
nismo» de su deducción, que también debe funcionar en 
el plano de Lobachevski. Este «mecanismo» es el teorema de 
los cosenos y de los senos. 


6.4, ENERGIA E IMPULSO 
EN LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD 


Ahora tenemos el esquema de acción y Lrataremos do 
aplicarlo al caso relativista. La única diferencia será que 
ahora tendromos que utilizar el teorema de los senos y de 
los cosenos do la geometría del espacio de velocidades re- 
lalivista, o sea, de la geometría de Lobachovski y no de la 
gcometría do Euclides. Sin embargo, no es necesario dibujar 
de nuevo el grafo cinemático, podomos utilizar la fig. 6.2. 

Ropotiremos los razonamiontos de Ja sección anterior, 

Esto nos permitirá adivinar primero la respuesta, o sea, las 
Sórmulas para la enorgía y el impulso, comproharla y des- 
pués demostrar que estas fórmulas se determinan de un modo 
ínico. 
Comenzaremos por expresar los lados a y b de los trián- 
gulos OSA y OSB (fig. 6.2) según el teorema de los cosenos 
en la geometría de Lobachevski (compárese con la deducción 
de la fórmula (6.5): 


cha = ch ay chd — sh ay sh d cos q, 


¿hd = ch bychd + sh bo sh d cor q. pu 


mera igualdad por m.,, la segunda por 


Multipliquemos la p, 
Mp y sumémoslas: 


macha+mpehd=(m, cha, + mpcho,Jehd— 
— (mM, sh a9 — my sh da) sh d cos q. (6.11) 


Comparemos esta fórmula con la expresión para la energía 
total en el caso no relativista (6.5). Para que esto soa más 
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sencillo esertbámosla de nuevo: 


madi2 + mb/2 = mauj/2 + m gby/2 + 
+ Ma'/2 + (maa — m gb) d Cos q» 5 


La analogía os evidente, Aquí vemos que la onergía total de 
dos partículas relativistas se conservará durante una coli- 
sión elástica, st se define la energía y el impulso de una par- 
tícula del siguiente modo: 

la energía de una partícula relativista X en el sistema 
de referencia S es igual al producto de su masa my por el co- 
seno hiperbólico de la distancia || SX || = z entre los puntos 
del espacio de velocidades, que representan las velocidades del 
sistema de referencia S y de la partícula X: 


Ex=Mxchz, (6.42) 


el impulso de una partícula X en el sistema $ es igual al pro- 
ducto de su masa por el seno hiperbólico de la distancia z: 


Px =Mxsh a. (6.13) 


En efecto, con esta definición el multiplicador ma sh 49 — 
— my sh by delante de cos «p en la igualdad (6.11), repxro- 
sonta la diferencia de Jas magnitudes de los impulsos do las 
partículas en el sistoma del centro de masa y por lo tanto, 
es igual a cero. Por eso, el segundo miembro de esta igualdad 
y, por lo tanto, también la energía total E = m, cha + 
+ m y sh d no depende de q. Además, para la energía total 
se obtiene una expresión análoga a la fórmula no rolativis- 
ta (6.6): 

E = Es chd, (6.14) 


donde E, = ma ch ay + Im y ch by es la energía total de dos 
partículas en el sistema dol centro de masa. 

Señalemos de paso otra rolación importante. Multipti- 
cando el teorema de los cosenos (6.10) por la masa do la par- 
tícula A, obtenemos que 


E =macha= Eno ch d— (Paso 098 q) sh d, 
(6.15) 


donde Z aj es la energía de la partícula A on el sistema de 
roferencia O, Y Pajo Cos y es Ja proyección de su impulso 
en la dirección del movimiento del sistema $ respecto de O. 
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Esta fórmula muestra como se transforma la energía de la 
partícula al pasar de) sistema O al sistema $. En el Apéndice 
regresaremos de nuevo a esto. 

Dejuromos por ahora el examen de las nuevas definiciones 
do la energía y del impulso, pues necositamos lo más pronto 
posible convencernos de que no sólo la energía total, sino que 
también el impulso total se conserva en las colisiones elás- 
ticas, 

La proyección del impulso total en la dirección de movi- 
miento del centro de masa (6.3) adquiere ahora ol aspecto 
ma sh acosa + my sh b cos $. Transformemos este siste 
ma del mismo modo que en el caso no relativista. Escribamos 
el teorema de los cosenos de la geometría de Lobachevski 
para el lalo OA del triángulo OSA (fig. 6.2): 


ch ay = chachd— skashd cosa 


y multipliquemos esta igualdad por ma: 
Ma Cha Eno Eachd— pacos au shid 

(compúreso con Ja fórmula (6.15)). Análogamente obtenemos 
Emo— Enchd— ppeospshd. 


Sumando estas igualdados y expresando de ellas la proyoc- 
ción necesaria del impulso total obtenemos 


pacosa+ putos Bl (Echd—K,)= 


(6.46) 


(aquí utilizamos la fórmula (6.14) para la energía total y la 
identidad hiperbólica fundamental ché d — sh? d = 1). La 
magnitud E, sh d no dependo del áugulo q. por lo tanto, la 
ley de la conservación del impulso en su proyección sobro la 
dirección del movimiento del centro de masa, se cumple. 

Queda por demostrar que la proyección del impulso total 
sobre la dirección perpendicular m, sh a son o — my sh bx 
X sen f es igual a cero (véase (6.4)). Según el teorema de 
los senos de la geometría de Lobachevski, para los triángu- 
los OSA y OSB (compárese con la deducción de la fórmu- 
la (6.8)) tenemos: 


sh asen a = sh ay sen q, sh bsen $ — sh do sen q. 
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Do aquí obtenemos: 


ma sha sen a — m y sh db sen $ 
= (7, Sh da — My sh bo) sen 4 = 0, (6.17) 


ya que en los paréntesis Lenemos la magnitud del impulso 
total on el sistema dol centro de masa. 

Al lector riguroso las fórmulas obtenidas por nosotros 
para la energía y el impulso, pueden parecer poco fundamen- 
tadas, Y es que simplemente las homos adivinado. ¿Y donde 
ostá Ja garantía do que no se pueden escribir otras fórmulas, 
para las cuales sean también válidas las condiciones (6,2), 
(6.3) y (6.4), o sea, las loyes de la consorvación de la energía 
y del impulso en wa colisión elástica? La respuesta so eu- 
cuentra en estas mismas leyos. Tomemos, por ejemplo, el 
impulso. Como quiera que sea definida, la loy de la consor- 
vación del impulso total de dos partículas en su proyección 
en la dirección perpondicular al vector de la velocidad de su 
centro de masa, exige que esta proyección sea igual a cero 
(ecuación (6.4), o sea, 


pasena  ppsenf, 


donde pa y pr son los impulsos de las particulas, y a y P 
son los ángulos entro sus velocidades y la velocidad del con- 
tro de masa, Al mismo tiempo de acuerdo a (6.17), 


ma Sie a sen a om y sh d son 
Dividiendo la primera igualdad entre la segunda obtenemos 


» 
mp ShT + 


El impulso de una partícula se debe determinar por completo 
por su masa y velocidad, por eso, el primer miembro aquí 
depende sólo de m, y a (la velocidad de la partícula A es 
igual a tl a), y el segundo sólo de 2 y y b. So puedo fijar la 
masa y la velocidad de la partícula B, o sea, my y d, y variar 
arbitrariomente la masa y Ja velocidad de la partícula A. 
Aquí, la relación pa/m, sha debe permanecer constante. 
Por lo tanto, pa + km, sha, donde k es una constante que 
no depende ni de la velocidad ni de la masa de Ja parúícula. 
Determinar la constante k únicamente «do Jas leyos dde la con- 
servación, desde luego, no se puede. Poro nosotros queremos 
que on el límite no relativista (cuando la velocidad y de la 
partícula es pequeña en comparación con la velocidad de Ja 
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luz) el impulso adquiera ol aspecto común p, = mv. Para 
eso, es necesario suponer k==<1, ya que cuando vi, 
v=az=sha. 

Con Ja energía el asunto es análogo. Formalmente la ley 
de conservación de la energía no se viola si la calculamos 
como dm ch a + le,, donde k, y kz son constantes arbitra- 
rias !). Veamos, sin embargo, que nos proporciona la fór- 
mula % meta en el límite no relativista: 


meha=m(1+ 72) =m-] mé/2 


(recordemos que cha = 1 + a%/2). De aquí se ve que el fac- 
tor en osta fórmula no se puedo variar, si queremos conservar 
la dependencia correcta de la energía cinética respecto a la 
velocidad en el límite no relativista, o sen, ly = 1. Y la 
adición a la onergía cinética, la masa »m de la partícula, apa- 
reció aquí no casualmente. Hallemos la energía relativista 
do una partícula on reposo: E, =mch 0 =m. Esta es la 
Jamada energía de reposo; en nuestro sistoma do unidades olla 
os igual a la masa do la partícula. En Ja física rolativista, 
donde son posibles las transformaciones de unas partículas 
en otras, la ley de la consorvación de la onergía nos obliga 
a tomar en cuenta la energía de reposo en la constitución 
de Ja onergía Lotal. Por eso, on la fórmula £ == m ch a no se 
puede ni aumentar ni quitar nada, incluso si el balance de 
energía en las colisiones elásticas tampoco se violara durante 
esto. Esto se confirma por numerosos experimontos, por ejem- 
plo, la descomposición del mesón a", sobre el que hablamos 
en la secel 5 


5.5. La onergía de reposo del mesón 10 en esta 
descomposición pasa por completo a la energía de Jos cnan- 
Los y. 

Alora podemos analizar la fórmula para la onergía total 
de dos partículas (6.14) de otra manera: 


E =E,chd 
y su impulso total (6.16): 
P=pacosa | ppcosf= Enshd (6.48) 


(el impulso total coincide, en magnitud, con su proyección 
en la dirección del movimiento del centro de masa, ya que 


1) Además, al igual que en el caso, del impulso, se puedo 
demostrar que la expresión o la aa forzosamente tiene esto 
aspecto (véase el suplemento 6.2 al final del capítulo). 
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su segunda proyección es igual a cero). De estas fórmulas 
se ve que el movimiento de un par do partículas, desde el 
punto de vista de su energía e impulso, puede sor analizado 
como el movimiento imaginario de una partícula «componen» 
to» con velocidad v= vos = th d, además, la masa 14 
de esta partícula «componente» es igual a £,, o sca, a la onér- 
gía sumaria dol par do partículas en el sistema de su centro 
de masa. La energía total y el impulso total del par de partá- 
culas son iguales a la energía y el impulso de la partícula 
«componente». Unas puntas coinciden con las otras porfeo- 
tamonte: la energía de una partícula en su sistema del con- 
tro do masa, la onergía de roposo, es igual a su masa, y la 
«masa total» A7 del par do partículas es igual a su energía 
total en cl sistema de su centro de masa. ¡Energía - masa, 
y al revés, masa = energía! 

Señalemos otra importante cireunstaucia. Do la dedue- 
ción de las expresiones para la energía total y ol impulso Lo- 
tal se vo, que las leyes de la conservación de la energía rela- 
tivista y dol impulso están estrechamento unidas una con 
otra. Por ejemplo, la conservación del impulso total en un 
sistema de referencia arbitrario S es posible sólo si al mismo 
tiempo se conserva la onergía (relación (6.16)), a su vez, 
para quo so conservo la energía es necesario que so conserve 
el impnlso total en el sistema del centro de masa (relación 
(6.11). Estas leyes simplomente no pueden cnmplirse una 
sin la otra, ollas so unen en una ley única relativista de la 
consorvación de la energía-impulso. 

Hagamos el resumen. Si una partícula relativista de masa 
m se muovo respecto do un observador con volocidad + 
2= tha, su impulso p =msh a, y su energía E 
Es útil tener las expresiones del impulso y do la energía Lam- 
bién directamente a través de la velocidad de la partícula. 
Recordando que sh a=thaYT=8Ua yeha= 


=UyT=0%%4, obtenemos: 


mo " Ñ 
e o E (0.49) 


Cuando la velocidad de la partícula se aproxima a la do la 
Juz (2> 1), su impulso y sn energía crecen ilimitadamonto. 
Pero en realidad éstos siguen siendo finitos, por eso, una 
partícula que tiene una masa en reposo mo mila, munca po- 
drá moverse con la velocidad de la luz, aunque se la pueda 
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acelorar hasta velocidados Lan cercanas como se quiera a e. 
Por ejemplo, en el acelorador de Batavia (EE.0U.), uno 
de los más potentos hoy día, los protones se aceleran hasta 
energías E - 500 GoV 3). La masa en reposo de un protón 
es m 1 GeV. Utilizando la fórmula (6.10) se puede valorar 
la velocidad de los protones en este acelerador: la misma 
alcanza la magnitud v = 0,999 998 de la velocidad de la luz. 
En distintos sistemas inerciales de referencia, Jos valores 
de la energía y del impulso de una misma partícula serán, 
dosde luego, diferentes. Sin embargo, están ligados unos 
con otros mediante una relación mny importante: si resta- 
mos del cuadrado de la energía ol cuadrado del impulso, 
obtenemos una magnitud idéntica para todos los observadores 
ineretales, o sen, el cuadrado do la masa de la partícula: 


mo. 


= mé (da — sl a) = m3. 


mé ché a — misió a 


Así pues, 


Be p2 m2, (6.20) 


Las magnitudes, que no varían al pasar de un sistensa ¡ver 
cial de referencia a otro, so denominan invariantes relaticislas. 
Regresaremos a ellas en el Apéndice. Pronto conoceremos 
algunas aplicaciones de la fórmula fundamental (6.20) 
en Ja física experimental. 

Las expresiones relativistas para la encrgía y el impulso 
fuoron deducidas hasándonos en las Jeyes de la conservación. 
Por eso, puede sor quo se dude de la validez do ostas mismas 
leyes, o sca, ¡vale la pena asombrarse de que se cumplan, si 
lomos definido la energía y el impulso de Lal modo que se 
cumplan! Pero en nuestros razonamientos se analizaba sólo 
un tipo muy especial de interacciones de las partículas, 
esto es, la colisión elástica, en la cual la «individualidad» 
de las partículas juteractuantes (su masa, carga y otrascarac- 
torísticas internas) queda igual, y varían sólo sn onergía 
y su impulso. Ahora vamos a extender las leyes de la con- 


14 Gov 10% eV (electronvoltios), 1 eV es la enorgía que 

adquiere uba partícula con carga igual a la de un electrón, al pasar 

or una diferencia de potencial de Í voltio. ln la física experimental 

la masa de una particula comúnmente se expresa en unidades energó- 
ticas, a sea. en electrunvollios. 
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servación a todas las intoracciones que se observan. Este 
tipo de razonamiento es bastante típico para la física mo- 
dorna y para la ciencia en general. Investigando un círculo 
de fenómenos (por ejemplo, la dispersión elástica), dedu- 
cimos algunas regularidades (las leyes de la conservación 
de la energía y el impulso), les damos un carácter más gene- 
ral y después tratamos de aplicarlas a otro círeulo de fonó- 
menos (por ejemplo, al surgimiento y descomposición de las 
partículas relativistas o a sus transformaciones mutuas). 
Y, como regla, la naturaloza accede a nuestros deseos, O sea, 
muchas prodicciones se confirman experimentalmente, De 
este modo ocurren los descubrimientos «cn Ja punta de la 
pluma». 


6.5. DESCOMPOSICIÓN Y SURGIMI! 
DE PARTÍCULAS RELATIVISTAS 


Escribamos de nuevo las expresiones para ol impulso 
y la energía totalos do un par de partículas A y B, en el sis- 
tema de referencia S (véase (6.14), (6.18) y (6.19): 
Pabrn=p + Moly1— 5, 


ÚS (6.24 
Ea + En E MT a 


donde e = P9¡s es la velocidad del movimiento del sistema 
del centro de masa de las partículas A y 2 en relación con el 
sistema S, y M us la «masa equivalente» de Jas dos partí- 
culas, igual a sn energía sumaria Zo en el sistema del centro 
do masa. Á la izquierda en (6.21) podemos Lener la suma 
de los impulsos y de las energías de dos parlículas tanto 
antes como después de Ja dispersión ulástica, en esto, pre- 
cisamente, consisten Jas leyes de la conservación de la 
energía y el impulso. Pero las fórmulas (6.21) pueden sor 
leídas de otro modo. Imaginémonos una partícula rolati- 
vista de masa 17, que se mueve con velocidad + en el sislo- 
rencia $ (su impulso y su energía son iguales 
a p y E, respectivamente). y que después se descompone 
en dos partículus A y B con masas Ma y 10g, impulsos 
PA Y Pu y encrgías Ea y E y. De acuerdo con (6.21) las Jeyos 
rólativistas de la conservación de la energía y del impu 
en este proceso hipotético no se violarán. Y esto 1o es sólo 
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una hipótesis. Como muestran los experimentos, una gran 
cantidad de partículas elementales son en efecto inestables 
(viven un tiempo corto y después espontáneamente se des- 
componen en otras partículas), y en cada proceso de descom- 
posición se cumplen las leyos relativistas de la conservación 
de la energía y del impulso (aquí, la suma de las masas en 
reposo de los productos de la descomposición siempre es 
menor que la masa en reposo de la partícula que se des- 
compone: M= E, =macha+mpchb>ma + mp, ya 
que ch > 1). 

¿Pero cómo podemos observar esta partícula, mediante 
qué «pesas» podemos medir su masa, si su tiempo do vida es 
comúnmente de sólo 107%... 10-3 $? Aunque volara 
con la velocidad de la luz, en este tiempo ella podría recorrer 
sólo 10... 10% cm, y es prácticamente imposible 
observar su huella en una fotografía. El papel clave aquí 
lo juega la fórmula (6.20), no por casualidad la encerramos 
en wn marco, Es necesario medir la onergía E de la partí- 
cula, para eso se puede, utilizando la ley de la conservación 
de la energía, sumar Jas energías de las partículas, o sea, 
de los productos de la descomposición. Análogamente, wti- 
lizando la ley de la conservación del impulso, se puede medir 
su impulso p, sumando, según la regla del paralelogramo, 
los impulsos de todos los productos de la descomposición. 
Queda únicamente utilizar la fórmula (6.20). Sí para un 
número grande de datos experimentales, los valores E? — p? 
se van a acumular cerca de una magnitud determinada m?, 
entonces se puede suponer que en efecto, en una cierta reac- 
ción surgió y rápidamento se descompuso una partícula 
(o la Mamada eresonancia») de masa m. Pero si el esparci- 
miento de los valores E* — p* en la serie de experimentos 
estudiada es muy grande, entonces lo más probable es que 
el origen de las partículas observadas no esté ligado con la 
descomposición de ciertas partículas «progenitoras» que 
viven poco tiempo. Los resultados de esta sorie de expori- 
mentos se representan en un gráfico especial llamado htsto- 
grama (fig. 6.4). En el eje de abscisas se coloca el valor 
mi = E? —— p?, y en el eje de ordenadas, el número de sucesos 
en los que se observó el valor determinado m. En la fig. 6.4, a 
se representa el histograma para el caso cuando la partícula 
que se descompuso, de masa mo, en efecto existía y en la 
fig. 6.4, b tonemos los resultados de una reacción en la que 
al parecer no había tal partícula intormedia. 
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mo mE» mE 


FIG, 6.4 


Como las partículas pueden descomponerse, es natural 
suponer que es posible también cl proceso contrario, que tam- 
poco contradice las Jeyes de la conservación de la energía 
y del impulso (6.21), o sea, ol proceso de surgimiento, cuan- 
do al chocar dos partículas 4 y B de masas ma y M py impul- 
sos pa Y py y energías E y E y so forma una nuova parlí- 
cula de masa M >> ma E my, impulso p y energía £. No 
so debe pensar, sin embargo, que tal partícula surge obli- 
gatortamente para cada valor M do Ja masa, Si la partícula 
de masa M no existo en la naturaloza, entonces ella no sur- 
á duranto la colisión. Las loyos de la conservación de la 
enorgía y del impulso únicamente no prohíben su posi 
surgimiento. Sí esta partícula realmente existo, y en la 
supuesta roacción de su surgimiento no se violan otras leyes 
do la conservación (por cjemplo, Jas leyes de la conservación 
de lo carga eléctrica, del número bariónico, elc.), entonces 
ella, por regla, surge en esta reacción (bajo la condición, 
desdo Juego, de que la onorgía de las partículas que chocan 
es suficiente para su surgimiento). Calculemos la magnitud 
de la masa 3M posible de esta partícula hipotética. Utili- 
cemos la relación (6.20) y las loyos de la conservación de la 
euergía y del impulso: 


M2 B2—p*=(En + EnY--(pack Pod 

+= EXA Ej 2E Ey — pA— ph —2PAPp 

= (En— pa) + Eh ph) +2E E9—2p4Pp 008 0 - 
ma pmá+ 2(E,Ey— PaPn cos 0), 


donde como € se designa el ángulo entro los vectores de los 
impulsos de las particulas Pa Y Po: 

El ox interés ico lo representa el caso particular 
de esta Sórmula, cuando una de Jas partículas da partícula 


153 


del blanco A) so encuentra en reposo en el sistema dle rofe- 
rencia de laboratorio (pa =0, Ea =ma) y la otra partí- 
cula (8) sale del acelerador con Ja energía E y y choca con 
el blanco. En este caso obtenemos: 


Mimi lomi 42m E po 


Para partículas lentas Ey mp, por oso 3% = mi 
Em E 2m am y (ma e my), esto 0s, uproximada- 
mente se cumplo la ley de adición de las masas. Pero en los 
acoloradoros modornos Ja energía de las partículas del haz 
us mucho mayor que las masas en roposo (£ y =— 100 GeV, 
May My = 1 G6oV), por eso, con buena exactitud 


M=V2m,E,. 


En la fig. 6.5 se muestra el aspecto de esta dependencia para 
el caso de colisiones protónicas. Dol grálico so vo que la 
cenorgía de un acolerador común se distribuye no anuy efocti- 
vumento, para la formación de Ja cmasa de roposo» de las 
huevas partículas so gasta relativamente una parte no muy 
irando, V2ZMAE p, de la energía total % y. el resto de la 
energía en general se gasta en vano, ella se transforma en 
energía del movimiento do traslación de la partícula for- 
mada. Por ejemplo, en el acelerador de Sérpujov (70 GeV) 
con utilidad se gastan sólo corea de 12 GeV (17 = 12 GeV), 
on el moderno acolerador grando de ISatavia (500 GeV) para 
la Sormación de una hueva masa de reposo 17 se gastan sólo 
30 GoV. 

Evidentemente, para librarse de estos gastos improducti- 
vos es nocesario hacer de tal modo que la partícula que se 
forma no se mueva después de surgir. Este problema se 
rosuelve on los aceleradores de haces contrarios, on los que 
las partículas que chocan se mueven al encuentro con igua- 
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les impulsos. El impulso de la partícula formada durante 
una colisión contraria será igual a cero, y toda la energía 
de las partículas incidentes puede ser transiormada por com- 
pleto en energía de reposo, o sea, en la masa M = Lp do 
las partículas anovas. Dos haces contrarios de 70 GeV serían 
oquivalentes a un acelerador de energía E = M%/2m = 
210000 GeV. Sin embargo, aquí también existen sus 
dificultades. Comúnmento del acelerador sale un haz que 
contiene un número de partículas relativamente no muy 
grande, según las escalas macroscópicas. Esto haz choca con 
el blanco inmóvil que contiene un número grande, maoros- 
cópicamente grando, de partículas, por ejemplo, con los 
protonos de la cámara de burhujas de hidrógeno líquido, Al 
mismo tiempo. ocurre wn conjunto de actos de colisión, 
enyos resultados son fijados por nuestros aparatos. Gracias 
u esto os posible registrar también los procesos que ocurren 
con poca frecuencia, y que suelen ser los más interesantes. 
Por 6) contrario, en un haz opuesto Ja densidad de partículas 
no os grando, las colisiones ocurren con poca frecuencia 
y es necesario esperarlas por largo tiempo. Al ganar en onor- 
gía perdemos en ol tiompo de observación. A pesar de Lodo, 
los aceleradores de haces contrarios funcionan ya en Novo- 
sibirsk, Ginebra y RE.UU., so construyen y proyectan ace- 
leradores nuovos con anillos acumuladores «ue aumentan 
su efectividad, entro ellos el de Sérpujov de energía del 
ordov de 3000 GeV. Los haces contrarios com energía de 
3000 GoV son equivalentes a un acelerador común de pro- 
tones con blanco inmóvil, en o] cual la enorgía de las partí 
eulas sería igual a 4500000 GeV ». 

Para terminar esto capítulo haremos la siguiento observa- 
ción. Hemos deducido las expresiones para la enorgía y el 
impulso de las partículas relalivistas y no relativistas wtili- 
zando las propiodades «del grafo cinomático do las colisiones 
elásticas y el teorema de los sonos y de los cosenos de la 
geomolría de Lobachevski y de Euclides. Codos estos 
namientos pueden ser traducidos, casi literalmente, también 
al enso imaginario de la geometría esférica del espacio de 
velocidades. Puedo ser que la naturaleza utilice también 
esta posibilidad en alguna parte, y que en un cierto mundo 


Ginebra actualmente funciona un acelerador de haces 
contrarios protón-antiprotón con una energía sumaria Ey = 270 | 
oro. slo GeV. La emerzía equivalente a esto de un acelerador 
común es igual a 146 600 GeV 
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hipotético de «esferones» hipotáticos al chocar las partículas 
se cumplen las leyes de la conservación de Ja enorgía y dol 
impulso, pero la energía y el impulso de estas partículas 
extrañas están relacionados entre sí por la relación E? + 
-+ p2 == m*, Queremos dejar a los lectores una posibilidad 
muy rara, la de desarrollar jndependientemente una nueva 
teoría, unn mecánica que se diferencie de Ja de Newton 
y Einstein, Intente, paso a paso, establecer todas las fór- 
mulas fundamentales y los corolarios de esta «mecánica 
imaginaria». 


PROBLEMAS Y COMPLEMENTO: 


1. Translormación del impulso al pasar a un nuevo sistema de 
referencia. Hallar la componente del impulso do la partícula A on ol 
sistema de referencia 5, que os paralela a la dirección del movimiento 
del sistema de reforencia O, si se conocen: la misma componente del 
impulso y la energía de la partícula A en el sistema O y la velocidad 
del sisteraa O respecto de 5. ¿Cómo varía la componente perpendicular 

ol > impulso: 

(La respuesta y un examen detallado se pueden ballar en el Apón- 
dice. La fórsula de la transformación dela onergía fmo deducida antes, 
véaso (6.15). 

2, Energía rel. ista de una partícula, En la sección 6.4, mi 
to ol “grafo cinemático, de la consorvación del impulso total en una 
colisión olástica en el sistema S dedujimos que el impulso de la partí: 
cula A de masa ma quo se mueve con volocidad va ¡5 == th a, obli- 
yatoriamento tiene el aspocto ma sh a, y demostramos que k = 1. 
¿Cómo demostrar una afirmación análoga para la onorgí 

Indicación. Supongamos que la partícula A choca elásticamento 
con la partícula 4 do masa m y cuya Velocidad es iguala £p 4, == 4h 
(véase fig. 6.2). La energía do la partícula se determina por su masa 
y volocidad, por eso, puede considerarse que la energía Ey de la par- 
lícula A es igual a /, (cha). y Ep = fp (ch b), dondo /4 (2) y fp (2) 
son ciertas funciones llos Índices A” y 4 indican la depoñidoncia Ontre 
astas funciones y las masas de las partículas). La suma /a (ch a) + 
E fp (ch 0) = E es la enorgía total del sistema que so conserva. 
Expresar en esta igualdad ch a y ch 6 a través del de «q, y de los 
sogmentos quo no dependen de él a), by, d (véaso fig. 6.3) y diferenciar» 
la rospecto de q. Demostrar que para cualquier a y 0, /% (cha): 
: Jj (ch B) = ma : mo. Deducir do aquí que la energía do la partí- 
esla de ena m y velocidad de movimiento y = th x es igual a kim X 
% cha + hy 

3, £gso mo relativista. Utilizando el grafo cinemático de la coli: 
sión elástica y las Joyes do conservación, demostrar que en el caso no 
relativista p = kmr, E == kymot + ka 

4. Demostrar la fórmula a = ln E? dond E y p son la 
energía y ol impulso de la partícula que Se mueve con velocidad y = 
= tha. 
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Capítulo 7 

CINEMÁTICA DE LAS COLISIONES 
DE PARTÍCULAS RELATIVISTAS. 
FOTONES 


Todo Jo que sabemos ahora acerca de las partículas olo- 
montales, es el resultado del trabajo intenso de los expori- 
mentadores y teóricos que estudian las colisiones de partí- 
culas de altas energías en muchos laboratorios del mundo. 
Aquí no podemos detenernos a analizar con detalle como se 
logra esto, aunque el relato acerca de esto podría ser cauli- 
vador e interesante 1). Nuestra meta os más sencilla, y es 
conocernos sólo con los concoptos fundamentales de la cino- 
mática rolativista, con las leyos de la conservación do la 
energía-impulso y asimilar el lenguaje de los grafos cine- 
máticos en ol espacio do velocidades relativista. Esto len- 
guaje alrac tanto por su ovidencia geométrica como por su 
universalidad, él considera automáticamente las loyes «o la 
conservación de la energía y del impulso en un sistema arbi- 
trario de referencia. Para manejarlos mejor, veamos algunos 
problemas clásicos de la teoría relativista de colisiones 


7.1. DISPERSIÓN ELÁSTICA 
DE PARTÍCULAS DE IGUAL MASA 


En la fig. 7.1 se muestra una fotografía hecha on una 
cámara de Wilson: un electrón rápido que vuela por la 
izquierda se disporsa en un electrón en reposo. Las trazas 
de Jas partículas que participan en la colisión se ven en la 
fotografía en forma de una cadena de gotas de vapor con- 


3) So pueden indicar, por ejemplo, los libros ya publicados 
de la serie sBiblioteca «Cuanto»: Kopitov 6. 1. Cinemática únicamente. 
No 14 (en ruso); Morovoy A. A. Como se regisiran las partículas. N* 15 
(en ruso). 
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dlensado. Kstas trazas llevan el bre de pistas 2%). Póngase 
atención en el ángulo entre las pistas del electrón difuso 
y ol electrón do retroceso, o sca, el ángulo bajo el cual se 
separan los electrones después de ta colisión. Jste se dile 
rencia considerablemente de un recto, lo que contradico 
por completo las predicciones hechas por nosotros cn el 
capítulo 1 para la dispersión de partículas no relativistas. 
Intontemos explicar este fenómeno y de paso calculemos la 
velocidad con la cual se movía el olectrón que choca. 
Construimos en el espacio de velocidades ol grafo cino- 
mático, correspondiente a este proceso (fig, 7,2). Mediante 
los puntos A y KB se representan las velocidades de clectro- 
nes antos de la colisión y mediante los puntos A” y B”, sus 
velocidades despnés de la dispersión. Las masas de las partá 
culas son iguales, por eso, el punto O correspondiente al 
sistema del contro de masa es el punto medio do Jos segmentos 
AB y A'B". Como el lenguaje de los grafos cinemáticos con- 
sidera automáticamente las loyos de conservación do la 
energía y del impulso, nos queda por hacer muy poco, o ses 
establecer la correspondencia entro el grato y aquollo que 
vonios y que podemos medir en la fotografía, Cow olros 
palabras, es necesario escoger on el grafo ol punto corres. 
pondiente al sistema de referencia de laboratorio on el cual 
fue hecha la fotografía. La selección es evidente, ya que 
uno de los electrones, digamos el electrón A, antes del cho- 
que estaba en reposo en el sistema de laboratorio. Uniendo 
el punto A, en el grafo, mediante unas rectas con los puntos 
A" y B' obtonemos los siguientes tres ángulos (fig. 7.2) 


0 =BAB', o sea, el ángulo de dispersión en el sistema de 


1) La curvatura de las pistas está condicionada por el car 
po magnótico, mediante el cual se deterasivaron los impulsos de los 
electrones. 
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FIG, 7.2 


es s 
laboratorio 4, a = Á'AB. o sea, el ángulo de entrega bajo 


el cual sale el electrón que estaba en reposo, y B = AYAB' = 
== a +0, o sun, el ángulo de salida. o sea, el ángulo entro 
las direcciones de las velocidades de Jas olectrones después 
de la colisión, igual «l ángulo entre sus pistas en la foto- 
grafía. Ahora toma la palabra la geometría. 

Para calcular el ángulo de soparación $ =« 1-0, ha- 
Ilemos cómo está relacionado cada uno de los ángulos a y 0 


por separado con el ángulo de disporsión y - BOB' en ol 
sistema del centro de masa. Ja relación entre los ángulos de 
dispersión Y y q en estos dos sistemas de relerencia, en el 
de laboratorio y en el dol centro de masa, es por sí misma 
útil. El asunto es quo para los cálculos toóricos es más có- 
modo el sistema del centro de masa, mientras que los experi- 
mentos se efectían en el sistema de laboratorio, donde ol 
blanco está en reposa, y por eso, es necesario trasladar las 
fórmulas del primer sistema al segundo. Deducir la depen 
dencia entre 4? y q es bastante sencillo. A partir del punto O 
bajamos una perpondienlar OP a la recta AR'. En el trián- 


gulo rectángulo AOP cl ángulo OAP.- 0, y el ángulo 


ys de 
AOP =1/2 Á0B' - ¿(a — q). ya que como también 
en la geometría euclidiana, la altura del triángulo isósceles 
AOÍ en el espacio de velocidades coincido con su bisectriz. 
(Esto se ve de las consideracionos de simetría; realícose la 
demostración formal independientemente.) Escribimos alvora 
la relación (5.13) de la geometría de Lobachevski entro la 
hipotenusa || 40 || == a del triángulo AOP y los ángulos 
adyacentes a ell 


cg bete cha, o sea, 1g0 ty 


(1.1) 
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donde Eo = 2m ch a es la energía sumaria de las partículas 
en el sistema del centro de masa. Exactamente igual se 
caleula el angulo de entrega a. Bajando a partir del punto O 
la altura del triángulo AOA” hallamos que 


dgacigL cha, o sen, tga= 2 cg E. (7.2) 
2 £ En 2 


lin el límite no relativista, cuando E, = 2m, las fórmu- 
las (7.1) y (7.2) nos conducen al resultado ya conocido en el 
capítulo 1: 43 0 = lg q/2, tga =clg q/2, o sea, 


d=q2 a 2/2 qu2 


El ángulo de salida do las partículas en este caso será recto: 
P=ú 40. 12 Este hecho se puede explicar también 
de otra forma. En los triángulos isóscelos ADA” y AOB' 


AS 
los ángulos do las bases son iguales, o sea, DA'A =044' = 


Pot Zo 
a, ÓBA -ÓAB' <= 1. Por lo tanto, el ángulo $ = 
a + tros igual a la mitad de la suma de todos los ángulos 
del triángulo AA'B'. Esto es válido tanto en el caso no rela- 
Livista, como en ol relativista. Pero en el primer caso, Ja 
goometría del espacio de velocidados es enchidiana, la suma 
de los ángulos del triángulo es igual a a y el áugulo de salida 
siempro es recto. En el segundo caso actúan Jas leyes de la 
geometría de Lobachevski, la suma de los ángulos de un 
triángulo es menor que a y el ángulo de salida de las partí- 
culas debe ser menor que un recto, lo que se ve bien en 
la fotografía (fig. 7.1). Así que puede analizarse como una 
demostración experimental directa de que la geomotría del 
espacio de velocidados relativista no es euclidiana. 

Invesliguemos con detalle el comportamiento del 
ángulo fB durante una colisión esencialmento relativista. 
En la fórmula para la cotangente de la suma de a y 0: 

= 

clgB=ctg (a+ 0) ERE 


sustituimos las expresiones para la tga y tg0 de (7.4) 
y (7.2): 


1—(2m/Ep? 


(7.3) 
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FIG, 7.3 E 


Si el ángulo y es pequeño, entonces en el sistema de labora- 
torio la partícula rápida también se dispersa con un ángulo 
% no grando (véase (7.1), los puntos A y A! on el grafo 
están cerca uno de otro y la partícula do retroceso se mueve 
casi porpendicularmente a la dirección del movimiento de 
la partícula incidente B. Aquí tratamos con el caso práctica: 
mente no relativista, ya que ctgB=0 y P == 3/2. Al 
aumentar el ángulo q ol miembro derecho de la igualdad 
(7.3) crece y el ángulo de salida f decrece y alcanza su menor 
valor cuando q = 1/2. Además, en ol sistema de laboratorio 
las partículas se separan simétricamente respecto a la di- 
rección del movimiento del electrón incidente. Justamente 
ésto os el caso que se fijó en la fotografía (fig. 7.1). El ángulo 
mínimo de salida fmin se determina por cualquiera de las 
dos fórmulas equivalentes: 


cg Bain == ñas 
0 


o bien ctg 


En la fig. 7.3 hemos construido el gráfico de la dependencia 
entre Bing y la relación Ey/2m, donde E, es la energía de las 
dos partículas en e) sistema de su centro de masa. Para una 
dispersión simélrica en el límite ultrarrolativista (Ey > 2m) 
ol ángulo de salida Pin tiende a cero. En nuestra fotografía 
el ángulo f os igual aproximadamente a 55, Ej/óm = 
= cha =2,17. La distancia a entre los puntos O y A 
se puede hallar mediante la fórmula (7.4) y es igual a 1,41. 
Ahora podemos calcular la velocidad del electrón incidente 
en el sistema de laboratorio: » = th 2a = 0,887. Ella resulta 
igual a 0,8870, o sea, el electrón efectivamente es relati- 
vista. 
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7.2. DISPERSIÓN ELÁSTICA 
DE UNA PAR TICULA PESADA POR UNA LIGERA 
REPOSO 


Con este problema nus conocimos ya en el capítulo 1, 
dedicado a la cinemática no relativista. Allí establecimos 
que una partícula pesada incidente no puede dispersarse 
en un ángulo muy grando, en este caso existe un ángulo 
máximo de dispersión, que se determina por la relación 
de las masas de dos partículas que chocan: sen Om = 
= m/m y. Pero ¿qué es lo que varía en el caso relativista, 
cuando la velocidad de la partícula pesada incidente B es 
comparable con la de la luz? Construyamos en el espacio de 
velocidades el grato cinomático de csto proceso (fig. 7.4). 
La velocidad del centro de masa de las partículas que chocan 
se representará por el punto O, cuya posición en ol segmento 
AB se determina por la regla relativista do la palanca 
masha=mpyshb. Los puntos 8” que representan las 
posibles velocidades do la partícula pesada dispersa, so 
sitúan en la circunforencia de radio b con centro en el pun- 
to O. Al sistema do referencia de laboratorio, en ol que la 
partícula ligera del blanco A estaba en reposo, lo corres- 
pondo ol punto A en el grafo. Éste se encuentra fuera do la 
circunferencia, ya que, como se deduce de la regla de la 
palanca, [OA [| - a > b. Por eso, ol ángulo de disper- 
sión 0 de la partícula pesada en el sistema de laboratorio, 


7 
o sea, ol ángulo BAB' eu el grafo, no puedo sor muy grande, 
su valor máximo se alcanza cuando la rocta AB” roza la 
circunferencia (demuéstrese osto, utilizando el teorema de 


los senos de la geometría de Lobachevski). En este caso el 
triángulo AB'0 es rectángulo y para 6l se puede escribir 
la relación (5.10), quo expresa el catolo OB" || = ba través 
de la hipotenusa |[0A | = a y el ángulo opuosto A = 
=D máy 

sh b = sh a son Omax- 


De acuerdo con ta eregla de la palanca» relativista sh b/ 
Isha = ma / m y, por eso ol tonemos exactamente la misma 
fórmula para Umax que en el caso no relativista: 


son bmox sh bísha = mal p, 


es decir, en el sistema de laboratorio ol ángulo máximo do 
dispersión de una partícula posada en una ligera dopende 
sólo de la relación de sus masas y no depende de la energía. 
Al medir el ángulo máximo on una serie de experimentos 
bastante considerable, en principio se puede «leLorminar 
la masa de las partículas pesadas que se dispersan, ya que 
la masa de las partículas del blanco comúnmente es cono- 
cida. 


7.3. DISPERSIÓN ELÁSTICA 
DE UNA PARTÍCULA RELATIVISTA LIGERA 
POR UNA PESADA EN REPOSO 


Analizaremos oste proceso con 
taremos do explicar como varía la energía de la partícula 
durante la dispersión. Posteriormente esto nos permitirá 
discutir uno de los experimentos físicos más importantes, 
es decir, el oxperimento de Compton de dispersión de los 
rayos X en la materia. 

El esquema del experimento tiene el siguiente aspecto: 
wu haz do partículas con una determinada energía E se 
dispersa por un blanco y so mide la distribución de las partí- 
culas dispersas según sus energías E” para diferentes ángulos 
dados de dispersión +. Hallemos la dependencia E” en fun- 
ción de % en una colisión elástica do una partícula ligera 
con una pesada, El grafo cinemático de este proceso se 
muestra en la fig. 7.5. El punto A corresponde a la partícula 
pesada de masa ma = M, que se encuentra en reposo en 
el sistema de laboratorio, el punto B representa la veloci- 


más detalle, además bra- 
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dad de la partícula ligera incidento de masa my¿=m, 
y el punto 8” su velocidad después de la dispersión. Deno- 
lemos con e la longitud de los sogmentos iguales entre sí 
AB y A'B' y con e” y d las longitudes de los segmentos AB” 
Y BB' respectivamente. Entonces la energía de la partícula 
igera antes de la dispersión es igual a E = m ch || AB || 
=mchc, y después de la dispersión es igual a E” 
mech pAB? || ch e”. Utilicemos el hecho de que la 
ley de Ja conservación de la energía es válida en cualquier 
sistema de referencia. Lo más cómodo es tomar el sistema 
de reposo B” do la partícula ligera después de la dispersión, 
donde osta Jey adquiere el aspecto mch||B'B || + 
+ M ch (IB'A || =m + M ch 1 184" [| (recordemos que la 
cnergía de la partícula ligera es igual a su masa m), es decir, 


mechd+ Meche =m+ Meche. (7.5) 


Hallemos la dependencia en función del ángulo de disporsión 


PAS 
0=BÑAB' del primer sumando en el primer miembro 
m ch d, Expresémoslo mediante el teorema de los cosenos 
para el triángulo ABB': 


chd=chcche —sheshe' cosó = 
=cheche' (1 —thethe' cos). 
Ahora recordemos que th c =v y the” = v' es Ja velocidad 
de la partícula Jigera, mientras que m che = E ymchc' = 


= E' 05 su onergía antos y después de la dispersión en el 
sistema de laboratorio, por lo tanto 


hal E (1 cos 8). 
+ 
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Sustituyendo esta expresión en la ley de la conservación de 
la energía (7.5) obtenemos la fórmula definitiva que rela- 
ciona las energías inicial y final de la partícula incidente 
con el ángulo de su incidencia 


M(E—E') =EE' (1 — vv! cos 0) — m', (7.6) 


Representa gran interés el analizar esta fórmula en el 
límite ultrarrelatívista, cuando la energía E y, por lo tanto, 
también E”, son mucho mayores que la masa en reposo de la 
partícula ligera: E, E'>>m. Su velocidad antes y después 
de la dispersión en este caso es muy cercana a la de la luz, 
ve 1, v 2 1, adomás, en el segundo miembro de (7.6) se 
puede despreciar el cuadrado de la masa m* on comparación 
con el primer término que contiene el producto EE”. Como 
resultado obtenemos una rolación sencilla conocida como 
la fórmula de Compton 


M (E — E') = EE' (1 — cos 0). a) 


7.4. EFECTO COMPTON. FOTONES 


En 1923 Arthur Compton al estudiar la dispersión de los 
rayos X por un blanco de grafito observó quo una parte de 
la radiación dispersada tenía una frecuencia v' menor que la 
frecuencia del haz incidente v. Desde el punto de vista de 
la teoría clásica este ofecto no doboría de existir. Esta teoría 
explicaba la dispersión de cualquior radiación electromagnó- 
tica del siguiente modo. El campo eléctrico alternativo do 
la onda incidente actúa sobre las partículas cargadas lige- 
ras, o sea, sobre los electrones y mpre hay en la mato- 
ria, y los obliga a realizar oscilaciones forzadas con una 
frecuencia igual a la de la onda incidente. Los electrones 
oscilantes, a su voz, irradian una onda electromagnótica 
«dispersa» cuya frecuencia coincide con la frecuencia de las 
oscilaciones del electrón irradiante, o sea, con la frecuencia 
de la onda original. 

Veamos ahora los resultados de las mediciones realizadas 
por Compton. En la fig. 7.6 están representados los gráficos 
de la dependencia entre Ja intensidad de la radiación disper- 
sa y su frecuencia para cuatro valores del ángulo de disper- 
sión 0. El pico derecho en estos gráficos responde a la fp0- 
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FIG. 7.6 — 


n radiológica incidente v, pero para 
los ángulos de dispersión, distintos de cero, apérece un se- 
gundo pico de intensidad, cuyo máximo corresponde a la fro- 
, al aumentar el ángulo de dis- 
persión esto pico se desplaza hacia la región de frecuencias 
menores. 
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Estos resultados se encontraban en contradicción evi- 
dente con las opiniones clásicas de la radiación clectromagné- 
Lica y de su interacción con la materia. La solución fue halla- 
da en la síntesis de la mecánica relativista y las ideas cuán- 
ticas. 

En los trabajos de M. Planck sobro la radiación del cuerpo 
negro (1900) y de A. Einstein sobre el fotoefecto (1905) 
fue mostrado que es necesario considerar la radiación electro- 
magnética como compuesta de porciones separadas, o sea, 
de cuantos, o folunes, que poseen una energía bien definida 
FEoowún = hv *) y se mueven con una velocidad ¡gua a la de 
la luz (propiamente dicho, ellos son la luz). La representa- 
ción de Ja radiación electromagnética como un flujo do 
parúículas, o sea, de fotonos permite fácilmente dar una 
explicación cualitativa de los resultados de Compton. En 
efocto, cada cuanto de los rayos X (fotón) puede chocar con 
un electrón libre o débilmente ligado en la materia del 
blanco. Como resultado el fotón se dispersa con un cierto 
ángulo 0, y su energía, y junto con ella la frecuencia, tam- 
bién disminuye, ya que una parte de la energía original del 
fotón incidente será tomada por el electrón do retroceso. 
Estos razonamientos cualitativos lienen que ser reafirmados 
por un cálculo cuantitativo. ¿Pero cómo realizarlo, si todas 
las fórmulas obtonidas por nosotros hasta ahora se referían 
a las partículas «comunes» que se mueven con velocidades 
menores quo la de la luz? Podemos Iratar de pasar en ollas 
al límite tendiendo tas correspondientes velocidades a la 
de ta luz. Poro incluso desde el lalo puramente formal esto 
so logra no siempre. Las mismas fórmmlas fundamentales 
que determinan la energía y el impulso de una partícula 
relativista 


E-.mcha==— 
y 


7.8, 
p=msha= $00 
V 1A 


1) Recordemos que en nuestro sistema de unidados la velo- 
cidad de la luz es igual a la unidad y la energía y el impniso se miden 
en unidades de masa. Así pues, para los fotones obienemos E = 
= Evngán (0? = hvle?. p = Pest e, donde) es la constante do Planek: 
(e =0:6250-10% kg m/s) y y es la frecuencia de la radiación elec- 
tromaguética 
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pierden ya su sentido para los fotones y. en gonoral, para 
cualesquiera partículas que se mueven con Ja velocidad de la 
luz: cuando v = 1 éstas proporcionan valores infinitos de la 
energía y del impulso. Para salvar la sitnación es necesario 
considerar la masa del fotón m igual a cero. Pero esto también 
ayuda poco, ya que enando m0, »=> 1 en las fórmulas 
(7.8) surge wma indeterminación, y el numerador y el deno- 
minador se anulan. Así pues, las fórmulas (7.8) tomadas por 
separado no son aplicables a los objotos físicos que se mue- 
ven con la velocidad de la luz. Sin embargo, de ollas se 
pueden deducir las relaciones que quedan bien interpretadas 
al pasar a tales objetos. La primera de ellas se obtiene si 
eliminamos de (7.8) la masa de la partícula, dividiendo la 
oxprosión para el impulso por la expresión para la onergía: 
P/E =v o bien 


p=Ev. 


De ésta se deduce que p/E +1. cuando la velocidad de la 
partícula tionde a la velocidad de la luz, y cuundo » =1 
ella so vuelve por completo sencilla: 


para cualesquiera partículas, que se mueven con la 
velocidad de la luz. el impulso es igual a la energía. 


La segunda relación se puedo obtener eliminando de (7.8) 
la velocidad de la partícula, Esta es la bien conocida fór- 
mula para ol cuadrado do la masa: 


E —p=mt 


Junto con la igualdad E = p ella osclarece de nuevo por qué 


la masa de las partículas, que se mueven con la velo- 
cidad de la luz, es igual a cero. 


Los fotones y otros objetos físicos, cuyas masas son iguales 
a cero, pueden encontrarse sólo en estado de movimiento 
con la velocidad de la luz y no pueden ser acelerados ni 
frenados. Mientras existen, esta velocidad constanto les 
pertenece al igual que a otras partículas les pertenecen 
la masa y la carga. Pero las partículas sin masa poseen ener- 
gías e impulsos plenamente determinados, que pueden variar 
en el proceso de una interacción con otras partículas. Ade- 
más, como muestra ol experimento, en estas interacciones 
siompre se cumplo la ley de la conservación del impulso 
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y la energía. Un ejemplo de esto puede ser el experimento de 
Compton, al que volveremos ahora. 

Deduzcamos la fórmula quo determina el desplazamiento 
de la frecuencia de Ja radiación dispersa en esto experi- 
mento. Para eso, hagamos un paso límite en la fórmula que 
determina la cnergía E” de la partícula de masa m después 
de la colisión con la partícula de masa M (fórmula (7.6) 
do la sección antorior): 


M(E —E') = EE' (1 — vv cos 0) — m*, (7.9) 


Fijemos en esta igualdad las magnitudes E y E” do las 
onergías de la partícula incidonte antes y después de la dis- 
persión, y tendamos su masa m a coro. Entonces sus volo- 
cidades deberán tender a la de la luz: v, 4" +1. Al igual que 
en las fórmulas p = Ev y E*— % y no surge aquí 
ninguna oxpresión indefinida y sin sentido. En todas estas 
fórmulas podemos, sin obstáculos, poner Jas velocidades 
iguales a 4, y la masa m igual a 0 y obtener las relaciones 
ya para las partículas sin masa, o sea, los fotones. Como 
rosultado la fórmula (7.9) so transforma en Ja conocida [ór- 
mula ultrarrelativista (7.7), «que correspondo al caso Jímito 
de las energías E y E” mucho mayores que la masa de la 
partícula ligera mi 


ME —E') =EE' (1 — cos Ú). 


El experimento muestra que este método para obtener 
las fórmulas para las partículas sin masa conduce simpre 
a resultados correctos. En particular, los datos experimen- 
talos sobre la dependencia entro la energía y el ángulo de 
dispersión 0, con buena exactitud coincidieron con los pro- 
nósticos hechos con la fórmula teórica de Compton. Los 
experimentos de Compton confirmaron no sólo cualitativa- 
mente, sino que también cuantitativamente, la suposición 
de que el fotón so comporta como una partícula rolativista, 
que posee energía e impulso p = E, además al interactuar 
con los clectrones libres. el impulso total y la energía en el 
sistema «olectrón —- fotón» en electo se consorvan. 

En realidad en el experimento de Complon se midió la 
trecnoucia do la onda dispersa, por eso es conveniente escri. 
bir de uuevo la fórmula de Compton en el sistema de uni- 
dades común, dividiendo al mismo tiempo ambos miombros 
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entre 2” = hw y expresando la energía del fotón a través 
do su frecuencia: 


1 (cos). (7.40) 


La Frecuencia del fotón no varía sólo duranto la dispersión 
on el ángulo nulo, al aumentar el ángulo Y la frecuencia 
y la onergía del fotón disperso disminuyen. además, el 
desplazamiento de la Srec es móximo en la dispersión 
«hacia atrós», cuando Ú = mx. Esto os Jos que observó 
A. Compton (picos izquierdos eu la fig. 7.6). ¿Pero cómo expli- 
car entoncos que en las dispersiones de ángulos grandes, en 
los gráficos so tienen picos que correspondon a la frecuencia 
de la onda incidente? El asunto es que en el choque do un 
fotón con un electrón, que se encuentra es una capa cercana 
al núcleo y por eso ligado fuertemente a ésto, toma parte 
ya no un electrón por separado, sino todo el átomo en con- 
junto. Poro entonces, en la fórmula (7.10), para el desplaza- 
miento de la Freeneacia, es necesario, en Lugar de la masa 
del ofoctrón 4 sustituir Ja masa de Lodo el átomo, que para 
al grafito supora en más de 20 mil veces la masa del electrón. 
Con ollo la adición +0 — cos 19) en el segundo miembro 
de (7.10) puedo despreciarse, por lo tanto, en la dispersión 
de los fotones on estos electrones no ocurro ol desplazamiento 
de la frecuencia. 


Y 


La fórmula de Compton puede ser vista también por otro 
Indo. Escribámosla de nuevo así: 
EE" (1—co9 0) 
M PE (7.11) 


Si la dispersión ocurre on un blanco que contiene partículas 
desconocidas a nosotros, la masa de éstas puedo ser calculada 
sustituyendo eu esta fórmula los valores medidos de E, E' 
y 0. Si para diferentes ángulos de dispersión Y obtenomos 
una misma magnitud. se puede con seguridad afirmar que 
la dispersión, en ofecto, ocurre en partículas de masa M 
casi libres. Para diferenciar con seguridad en el gráfico 
experimental la presencia de dos picos con energías E y E”, 
la onergía de las partículas del haz incidente debe ser bas- 
tante grande (E — 17), al mismo tiempo ella debe ser con- 
siderablemente mayor que la energía de interacción de las 
partículas desconocidas con la materia, y os que la fórmula 
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de Compton fue deducida para la dispersión en partículas 
libres. Si estas condiciones son observadas, como lo fue en 
el experimento de Compton, los gráficos experimentales do 
la fig. 7.6 puedon ser interpretados del siguiente modo. 

Los dos picos de intensidad de las partículas dispersas, 
con un ángulo $ fijo son testimonio de que en la materia del 
blanco hay dos tipos de partículas. En primer Ingar, estos 
son los átomos pesados, cuyas masas son mucho mayores 
que la energía £ de los cuantos y incidentes; a la dispersión 
en ollos correspondo el pico derecho con E” = E. Él pico 
izquierdo corresponde a la dispersión do los fotones en partí- 
enlas ligoras, cuyas masas pueden ser calculadas según lo 
fórmula (7.11) para diferentes ángulos de dispersión . 
Y aquí siempre se obtendrá la magnitud M4 próxima n la 
masa del electrón conocida ya de otros experimentos inde- 
pendientes. Esto permito, finalmento, identificar las partí- 
eulas ligoras en los experimentos de Compton cow los elec= 
trones. 


7,5, EFEGTO DOPPLER 


os hablado acerca de cómo medir 
realmente la velocidad de las partículas móviles. Tales pro- 
blomas surgen con mucha frecuencia en la cioncía moderna 
y en la técnica. Para corregir la órbita de una estación inter- 
planetaria es necesario conocer. con mucha exactitud, la 
magnitud do su velocidad on el momento de arranque del 
motor, con wa precisión de Í mís para una velocidad del 
orden de 10 km/s. Los sistemas de radiolocalización para 
detectar cohotos y avionos también deben medir exactamente 
la magnitud y dirección de la velocidad de su vuelo. El 
astrónomo quiero medir la velocidad de una galaxia Jejana 
y el inspector de tránsito la velocidad de los automóviles 
on el flujo del tran 1 todos estos casos se utilizan 
aparatos, cuyo principio do acción es el mismo, o sen, el 
electo Doppler. La esencia de éste consiste en que la fro- 
cuencia de las ondas electromagnéticas depende de la velo- 
vidad relativa de la fuente de radiación y del observador, 
slo efecto es característico para enalquier movimiento 
oscilatorio. y se puede observar, por ejemplo. cuando al lado 
do ina platalorma pasa nu tren eléctrico que silba. El sonido 
alto de la sirena del tren que se acerca se sustituyo poc uno 
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Hasta ahora casi no he 


más bajo de menor frecuencia, cuando el tren se aloja del 
observador. El desplazamiento de la frecuencia depende de 
la velocidad con que se muove la fuente del sonido. El efecto 
Doppler depende, en un caso general, tanto do la velocidad 
de la fuente, romo de la velocidad del observador respecto 
del modio en el que so propagan las ondas de sonido. Para 
las ondas electromagnéticas la situación cs más sencilla, en 
correspondencia con el principio de rolalividad el despla- 
zamiento do la frecuencia puede depender sólo del vector 
de la velocidad relativa del movimiento de la fuento y del 
observador: aquí no se puede hablar de ningún «medio» 
en el que se propagan las ondas electromagnóticas, Tratare- 
mos de determinar esta dependencia. 
La frecuencia de las ondas electromagnóticas ostá ligada 
con la energía de los fotones por la fórmula de Planck 
'común = lv. Si hallamos como varía la energía do los to- 
tones al pasar del sistema de referencia do la fuente al sisto- 
ma del observador móvil, al mismo tiempo obtendremos tam- 
bién la fórmula para la variación de Doppler de la frecuen- 
cia, Apliquemos el mismo método que el empleado en la 
deducción de la fórmula de Compton. Demos al fotón una 
cierta masa finita, doterminemos su energía en ol nuevo 
sistema do referencia, y después pasemos al límito m > 0, 
v=> 1. En la fig. 7.7 se muestra el grafo correspondiente 
en el espacio de velocidades. El punto A os el sistema de 
referencia del radiador on el cual la energía de la partícula F 
de masa m es igual a E, = mch a. El punto B roprosenta 
la velocidad del observador, que se muevo bajo un ángulo Y 
hacia la dirccción del movimiento de la partícula FP, además 
Una = th b. La energía de la partícula F en el sistema de 
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telerencia 4 será igual a E, =m ch a'. Puede ser hallada 
mediante el teorema de los cosenos para ol triángulo ABF: 


Es=moha' =m(chachb— shashóbcos 0) = 
= mecha (ch y — sh b tha cos). 

La relación de las energías 
Es/En =mecha'lmcha=chb—shb tha cosd 


ya no dependerá de la masa de la partícula y el paso límito 
al fotón resulta evidente: el punto F se aleja al absoluto 
on el espacio de velocidades, y la velocidad de la partícula 
v = tha se vuolve igual a la unidad. Como resultado obte- 
nemos la fórmula para la transformación de la energía del 
fotón y al mismo tiempo la fórmula para la variación de la 
frecuencia de la onda electromagnética al pasar a otro siste- 
ma inercial de referencia: 


valva — hvgllva = El E, = sh d — ch d cos do 
(12) 


sta puede sor escrita de nuevo en forma slándard que se da 
en todos Jos manuales de óptica: 


val va =(1—veos 0)/Y T=w%, (7.43) 


Aquí v es la velocidad relativa del movimiento de) sistema 
de referencia A y 8, y Ú es el ángulo entre la dirección del 
movimiento del fotón y el sistema de referencia del observa- 
dor B respecto del sistema de referencia A. Los dos casos 
particulares de la fórmula de Doppler representan el mayor 
interés. 

Supongamos que A es una galaxia lejana, en la que Jos 
átomos excitados irradian cuantos de luz con frecuencia va. 
Las leyes de la física son iguales para todas las partes del 
Universo observado, por eso, Jos espectros de irradiación de 
los átomos que se encuentran en condiciones iguales on la 
Tierra y en la galaxia A a distancia de millones y miles de 
millones de años luz, deben ser por completo iguales. Pero 
sí esta galaxia se aleja de nosotros a gran velocidad, entonces 
para el observador on la Tierra cada línea do este espectro, 
irradiada con frecuencia v,, resultará desplazada y debido 
al efecto Doppler tendrá otra frecuencia y g, distinta de va. 
En este caso, cuando la galaxia observada se aleja de noso- 
tros a lo largo de una recta, que la une con la Tierra, cl 
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ángulo 0 entre la dirección del movimiento de la Tierra 
y la velocidad de los fotones irradiados en el sistema A es 
igual a cero. La fórmula de Doppler (7.12) adquiere aquí un 
aspecto particularmente sencillo (la examinaremos en el 
siguiente capítulo) 


valva =ch b—shb 


Fl 4et— 
1 (—e)=e%, (7.14) 


o sea, la frecuencia recibida será menor que la irradiada en 
e” voces. Este fenómeno fue descubierto experimentalmente 
y so le llamó desplazamiento rojo debido a quo el espectro de 
radiación de cada átomo se desplaza hacia el lado de las 
frecuencias menores, o soa, a la región roja de la parte vi- 
ble del espectro. De este modo fueron medidas las velo- 
cidades de muchas galaxias: 


ebeb  vi—vh 
O 


De acuerdo con estas mediciones, las galaxias se alejan una 
de otra con uma velocidad proporcional a la distancia entre 
ollas. Así mismo so confirmó que vivimos en un Universo 
que se expande. Los objetos más alojados que han sido 
observados en la actualidad, los llamados «quasares» tienen 
un desplazamiento rojo del orden de v, :vp =2.+.. 2,5, 
lo que corresponde a la velocidad de alejamiento » = 
= 0,6 . 0,7 de la velocidad de la luz. La luz va desde 
ellos hacia nosotros miles de millones de años y lleva infor- 
mación acerca de como era el Universo en aquellos tiempos 
lejanos. 

Otro efecto interesante va! ado por la fórmula rela- 
tivista (7.12) es la presencia del llamado ofecto transversal 
Doppler. Se le puede observar cuando la fuente so mueve 
perpendicularmente a la dirección de observación (0 = n/2). 
En este caso 


valv =cha=1/Y 1 


Este es interesante por el hecho de que con tal disposición 
del observador y de la fuente el desplazamiento de la fre- 
cuencia surge sólo en el caso de las ondas electromagnética, 
para las ondas comunes en un medio el efecto transversal 
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Doppler no existe. Por lo demás, también para las ondas 
electromagnélicas este efecto es muy dóbil por Jo general, 
Para velocidades no muy grandes, el desplazamiento de la 
frecuencia es prácticamente proporcional al cuadrado de la 
relación entre Ja velocidad de la fuente y la velocidad de la 
luz: 

valva = (1 —2%)V2 34 1/2 0 bien 

(a —valiva = 1/2, 
Esta magnitud es comúnmente muy pequeña para cualquier 
situación un tanto real. (tro asunto es el efecto «dongitud 
ual» Doppler. Cuando en la fórmula (7.13) pasamos al límite 
no relativista de Jas velocidades pequeñas v << 1, bajo la 
raíz podemos despreciar el cuadrado de Ja velocidad en com- 
paración con la unidad. Como resultado obtenemos la bien 
conocida fórmula para el efecto clásico de Doppler: 

walva = 1 —v.cosÚ 6 bien 

(Wa — VaJIVa = 6 Cos =- (Ue mún/c) Cos Ú. 


Esta es precisamente la que se utiliza en la medición real 
de las velocidades de los objetos, acerca de los cuales ha- 
blábamos al principio de esta sección: Por ejemplo, en un 
aparato cósmico, en un satélite o en una nave interplaneta- 
ria, so colocan radiotransmisores con frecuencia vy estabili- 
zada, y en Ja Tierra, un sistema do radio que permite con 
gran exactitud medir v , y cos 0; según los resultados de estas 
mediciones mediante la fórmula de Doppler se determina 
la velocidad del aparato cósmico. Del mismo modo los siste- 
mas de radiolocación den la velocidad de los aviones 
y de Jos cohetes, según la variación do la frecuencia de la 
señal reflejada y hasta el inspector de tránsito que le multó 
a usted por excoso de velocidad utiliza, y puede ser que él 
mismo no lo sepa, el efecto Doppler en que se basa el prin- 
cipio de acción do su ingenioso aparato, dostinado a la me- 
dición de la velocidad. 


Capítulo 8 
FÍSICA GEOMÉTRICA 
O GEOMETRIA FÍSICA 


Hemos recorrido un camino largo y difícil, ahora llegó 
el momento de detenernos, ver y comprender los resultados 
obtenidos, pero ya desde otro, más alto, punto de vista. La 
ascensión a las montañas resulta en ocasiones difícil, cada 
voz vos delante de sí sólo la meta más próxima, la cúspide 
más cercana, bras la cual se esconden otras nuevas. A cambio 
de esto, desde la más alta cúspide, delante del hombro se 
abre el panorama del país montañoso, surge un nuevo nivel 
de comprensión de lo que se ha hecho y se vuelven visibles 
caminos más rápidos y cortos. Verlos es posible sólo desdo 
la cúspide e ir por ellos es posible sólo cuando so tiene ya el 
conocimiento y la experiencia obtenidos en la dura ascon- 
sión. 

Recordemos las etapas fundamentales de nuestro recorri- 
do: el principio de relatividad, los mapas de velocidades, 
el espacio de velocidades relativista y su geometría, la ener- 

ía y el impulso relativistas on las colisiones elásticas, las 
leyos de conservación de la enorgía y del i 
procesos inelásticos, que incluyen el surgi 
composición de las partículas elementales, o sea, el modelo 
de los fotones como partículas relativistas que poseen ener- 
gía e impulso. En esencia, esta fue la cadena de predicciones 
Jógicas dadas por la teoría. Sin embargo, sólo el experimento 
puede mostrar si son ciertas o no, corresponden o no a la 
naturaleza en realidad. De que esto es así nos convence todo 
el conjunto de datos experimentales que tenemos. 

Ahora, cuando delante de nuestros ojos tenemos este 
cuadro general se podrán obtener todas las fórmulas físicas 
y geométricas fundamentales de la teoría de un modo rápido 
y económico. Como base se tendrán el principio de relati- 
vidad, las leyes de la conservación de la energía y del im- 
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pulso y ol hecho experimental no trivial: la posibilidad de la 
descomposición del mesón a" en dos cuantos y, cada uno de 
los cnales tiene un determinado impulso y energía. Seremos 
fieles a sí mismos, o sea, cada uuo de los resultados impor- 
tantes será necesario saber oblenerlo mediante diferentes 
métodos. 


81, DE NUEVO ACERCA DE LA ENERGÍA 
Y DEL IMPULSO 
DE LAS PARTÍCULAS RELATIVISTAS 


Veamos primero un fotón F, el cual en un cierto sistema 
de roferencia A tiene la energía E ,. De acuerdo con el prin- 
cipio de relatividad su velocidad es igual en todos los siste- 
mas inerciales, por eso, el punto que lo representa F' deberá 
ser un punto infinitamente alejado en el espacio de velo- 
cidades. Supongamos que tenemos otros dos observadores 
B y C, que se mueven en la misma dirección que ol fotón 
en el sistema de referencia A. En el espacio de velocidades 
los corresponderán los puntos B y C situados on la recta AF 
(fig. 8.1). Denotemos con E y y Ec las energías del fotón 
en los sistemas de referencia B y C. La relación de las ener- 
gías E p/E,, es una magnitud adimensional, y puedo depen- 
der sólo do la velocidad del sistema B respecto de A, con 
otras palabras, Ja podemos escribir como una función conti- 
nva de la distancia entre los puntos A y B en el espacio de 
velocidades: 


EnlEa =JUNAB ll). 
Además, según el principio de relatividad. Ja función f 


es universal, una misma para todos Jos sistemas de referencia, 
de modo que 


EdEy =jANBC WM. EclEn = FU AC 1). 


La función f describe la variación de la energía del fotón 
al pasar de un sistema de referencia a otro (a lo Jargo de la 
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recta 7” dada). Pasemos del sistema A al sistema C por 
pasos: primero de A a B, después de fa C. A este paso 
corresponde la igualdad evidonte EE, = (Ep/E4) x 
X (ECIE y), o son, 


ÍULAC 1) = F UAB 1) $ (11 BC lp. 


Los puntos A, B, € 
en una recta (fig. 
Por lo tanto, la fun 
cional 


Fla +6) =[(0Í(), 


dondo a = [1 4B [| b = || BC ||. La solución genoral de esta 
ecuación la proporciona la función exponencial f(x) = 
=e"*%. Escogimos el signo menos en el exponente para 
obtener una función decreciente (% > 0), ya que la energía 
de cualquier partícula relativista, y del fotón también, 
dobe disminuir al pasar al sistema de referencia que se 
mueve en la misma dirección que la misma partícula. 

Si el coeficiente a no es igual a cero, en el espacio de velo- 
cidades se puedo escoger la wmidad de medición de las distan- 
cias de tal modo que au =1 Así, hemos deducido del 
principio de relatividad. gue si los puntos A, B. y F están 
en una recta AF en la secuencia A, B, P, para el fotón F 
es válida la igualdad 


ENE =e0 14M, 84) 


Ésta es la fórmula conocida ya en el capítulo anterior para 
el efecto Doppler longitudinal 

Acudiremos ahora al impulso del fotón pa. La relación 
de las maguitudes de la energía y del impulso de cualquier 
partícula uo depende de la masa y se determina sólo por su 
velocidad ou el sistema de referencia dado. Pero la velocidad 
de los fotones es igual en todos los sistemas inerciales, por 
eso, esta relación debe ser una constante universal que debe- 
mos suponer igual a la unidad. (De esto nos convenceremos 
un poco más adelante). Así, el impulso del fotón es codiri- 


1) Si a = 0, la onergía y el impulso del fotón serán iguales 
en todos los sistemas inerciales de referencia, y la geometria del 
espacio de velocidades será la geometría de Euclides. Este «fotón» 
mo puedo interactuar con otras partículas sin violar las leyes de la 
conservación de la energía y del impulso en todos los sistemas Inercia= 
les de referencia. En la mecánica no relativista no hay fotonos. 


1 el espacio de velocidades se encuentran 
1), por eso, [AC [| = [| AB || — || BC ||. 
ón f debe satistacer la ecuación fun- 
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gido a su velocidad y en magnitud es ignal a la energía 
del fotón: p= E. 

Ahora pasaremos de Jos fotones a las partículas que tie- 
nen masa. En Ja física relativista es conocido el proceso, 
cuando tal partícula, mesón z0, se descompoue espontánea- 
mente en dos fotones, P y F'. Este es un hecho experimental 
y será la base de nuestros razonamientos futuros. 

Veamos primero la descomposición de un pión en su 
sistema de reposo «A. El impulso del pión es igual a cero, 
denotaremos su onergía de reposo con Es. De las leyes de la 
conservación de la energía y del impulso se deduce que los 
productos do la descomposición, los fotones F y F”. en el 
sistema A deben tener impulsos iguales en magnitud y de 
o contrarios, la energía de cada nno de ellos es igual 
a Ey2: 


pa=Er=EyY2 pr= Ea =Ev2. 


Pasemos ahora al sistema de referencia B, que en el espacio 
de velocidades se representa por el punto situado en la 
recta F'AF (fig. 8.2). En este sistema, antes do su descom- 
posición, el pión se mueve en la dirección BF"; denotaremos 
su energía y su impulso en el sistema B con E” y p". Estas 
magnitudes de algún modo dependen de la velocidad del 
pión, o sea, de la distancia || AB || = a entro Jos puntos A 
y B. Pero también en el sistema £, durante la descomposición 
del pión, deben cumplirso las leyes de la conservación: 


E =E- Ej 


. (8.2) 

P= pb—Pro 

donde Ez, pm: Ej, pa son las cnergías y los impulsos de 
los fotones P y F' en el sistema de referencia B. 

Para los fotones conocemos las fórmulas de transforma- 

ción de la energía y del impulso (8.1) al pasar al sistema de 
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referencia ¿7 


Pa: Es=E¿0*= 


Da= Ey Eq == Le e 


(para el folón F” el paso de A a B conduce al aumento de su 
energía y de su impulso y se realiza medianto la transforma» 
ción, inversa a (8.1). Por eso, la ley de conservación de la 
energía y del impulso en el proceso de descomposición se 
oscribirá en el sistema A del siguiente modo: 


(8.3) 


Aquí vemos que de las leyes de la conservación se deducen 
las expresiones relativistas para la energía y el impulso de 
la partícula móvil: £ = E, ch a, p = E, sha, y en virtud 
del principio de relatividad estas expresiones deben ser 
iguales en cualquier sistema de referencia, sín que forzosa- 
mente esté situado en la recta F'AF. 

Para la partícula que tiene el sistema de reposo A y una 
onergía de reposo Ep, podemos hacer lo que no se podía para 
Jos fotones, o sea, pasar al límite no rolativista. En este 
caso 


NAB | =ax=v, sha=az=ve, 

haz ita 1 +02, 
or eso, la energía y el impulso de esta partícula serán igua- 
les a 

E=E,char Es + Eg?/?, p=Esshaz Ep. 
Comparando estas expresiones con las definiciones no rela- 
tivistas 

E = mt%/2 + const, p=mpb, 
llegamos a la conclusión de que la energía de reposo E, no 


es otra cosa más que la masa de la partícula m (Ey = m), 
por eso, para cualquier partícula relativista obtenemos de 
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nuevo las defwmiciones ya conocidas de la energía y el impul- 
so relativistas: 


E=mcho, p=msha. 


Al mismo tiempo cumplimos la promesa hecha antes, 
o sea, prácticamente demostramos lo correcto de la selección 
del valor del coeficiente que une la energía y el impulso del 
fotón (E = p). La cadena de razonamientos tiene el siguiente 
aspecto: de los fotones a las partículas con masa, después 
el paso al límite no relativista, la mecánica de Newton y las 
fórmulas clásicas para la energía y el impulso de una partí- 
cula. La magnitud de este coeficiente no se puede fijar, sin 
analizar la dinámica de la interacción. La dinámica relati- 
vista es compleja, por eso, tuvimos que obrar por rodeos. 


8.2. DESCOMPOSICIÓN 
DE UN PION NEUTRO 
Y LA GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI 


Veamos el mismo proceso de descomposición desde el 
punto de vista del observador 3, cuyo sistema de referencia 
se representa en ol espacio de velocidades por un punto sítua- 
do en la perpendicular AB a la recta F'AF (fig. 8.3). Una- 
mos el punto £ con los puntos infinitamento alejados F y F”, 
que representan las velocidados de los fotones. Denotemos 
como a la distancia || AB || y como 11 la magnitud del ángulo 
bajo el cual se intersecan en el punto B las roclas BF y BA. 
En virtud de la simetría, el ángulo ABF” también será 
igual a IL (Sabemos ya que II es el ángulo de paralelismo 
de Lobachevski.) Por definición, el ángulo entre las rectas 
en el espacio de velocidades Il, es igual al ángulo entre las 
direcciones de las velocidades del pión y del fotón F desde 
el punto de vista del observador B. 

Escribamos ahora en el sistema de referencia B, la ley 
de la conservación de la energía y del impulso en su proyec- 


ción a la dirección BA. En virtud de la simelría del grafo, 
las cnergías y los impulsos de los fotones son iguales unos 
a otros en magnitud, por eso, 


Ej =Eycha= Es == Ep-= 2E y, (8.4) 
PE = Ensha= pacos Tl + picos ll = 
=2E y cos U (8.5) 


(recordemos que la energía y el impulso del fotón son iguales 
entre sí: pp = Ep). 
La Jey de la conservación del impulso en su proyección 
a la perpendicular BA se cumplo automáticamente en virtud 
de la simetría respecto de la recta AB. La ley de la conserva- 
ción de la energía (8.4) nos proporciona la fórmula para el 
efocto transversal Doppler relativista, o sea, se estableco la 
relación entre la energía del fotón /' en el sistema de refe- 
rencia A, E, == Ey 2, y su energía en el sistema de refe- 
rencia B, que so mueve en dirección perpendicular a la 
velocidad del fotón ts1a: 
Ej¿=E,xcha. (8.6) 
Pero Ja ley de la conservación del impulso en su proyección 
a la dirección BA determina la magnitud del ángulo de 
paralelismo de Lobachevski. En efecto, sustituyendo (8.4) 
en (8.5) obtenemos que 


Es sh a = E, ch a cos Il 


o bien 
cos Ml = tha. (8.7) 


Pongamos atención a que el hecho experimental de la des- 
composición del mesón x* en dos fotones. resulta equivalente 
al axioma geométrico de Lobachevski acerca do las parale- 
las. La ley de la conservación del impulso exigo que el án- 
gulo de paralelismo II sea menor que un recto, ya que el 
impulso del pión está dirgido por la recta BA. Por eso, tam- 
bién los productos de la descomposición, los fotones, deben 
tener en el sistema de referencia B, una proyección no nula 
del impulso a esta dirección, o sea, TI < 12. 

i el espacio de velocidades tuviera la geometría eucli- 
diana, el ángulo de paralelismo TI sería igual a un recto y 
la descomposición del pión en dos cuantos y sería prohibida 
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FIG. 8.4 


por la ley de la conservación del impulso. En la física no 
relativista son imposibles los procesos que transcurren con 
la variación de la masa de la partícula. Aquí vemos lo estre- 
cha e inseparablomente que están ligadas una con otra la 
física y la geometría. Aquí se nos presentan como una cien- 
cia única, que puede ser llamada física geométrica o bien 
geometría física. Pero la relación entre ellas no se agota 
sólo con esto. 

Veamos la misma descomposición en un sistema arbítra- 
rio de referencia, cuya posición on el espacio de velocidades 
estará dada del siguiente modo. Nos desplazamos desde el 
punto A, del sistema de reposo del mesón 1%, en una distan- 
cia ba lo largo de la recta AF y dosde el punto C obtenido 
Jevantamos una perpendicular CB, cuya longitud denotare- 
mos con a. Unimos de nuevo, mediante rectas, el punto K 
con los puntos infinitamente alejados, que representan Jas 
velocidades de los fotones £ y F” (fig. 8.4). [stas rectas, como 
siempre, se intersecarán con la perpendicular CB bajo el 
ángulo de paralelismo II, además. cos ll = tha. Calenle- 
mos el seno del ángulo de paralelismo (recordemos que 
chia —shir= 1): 


sen Ml TT / 1 — 52 


chia 
/ Waza 
VE 6 
HaJlemos ahora la magnitud de la energía y del impulso 
de los fotones P y F” on el sistoma B. Consecuentemente wti- 
lizaremos primero Ja transformación Lrausversal Doppler 
(8.6) dosde el punto B hasta el punto C. y despnés la trans- 
formación longitudinal (8.1) del punto C al punto A: 


pn=Ep=E¿ha=E,e>ch 


pa=Ep=Ercha—=Ene cha= 
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En el sistema de referencia B la energía del mesón a? que 
se descompone se define por la distancia entre el punto B 
y el sistema de reposo «1, o sea, por la hipotenusa del trián- 
gulo rectángulo ABC, cuya longitud denotamos con e: Ej = 
E, ch e. Escribamos la ley de la conservación de la ener- 


gía on el sistema B: Ej =Ep + Ej 0) bien 


Esthe==3 e*oar Ene ch a E cha(d+e), 
de donde se deduce que 
che =chach o. 18.9) 


Aquí vemos que la ley de la conservación de la energía no 
es obra cosa más que o) «teorema de Pitágoras» para un trián- 
gulo rectángulo en el espacio de velocidades, o sea, la fór- 
mula ya conocida de la geometría de Lobachevski. 

En el sistema de referencia B el impulso del pión tiene 
la magnitud p! = Es sh e y está dirigido por BA formando 
un ángulo $ con la perpendicular BC, los impulsos de los 
fotones están dirigidos por BF y BF' bajo el ángulo de para- 
lelismo Il a la misma perpendicular. La ley de la conserva- 
ción del impulso en el sistema 8. en su proyección a la di- 
rección perpendicular a BC, se escribe de) siguiente modo: 


Ep sh c sen $ = pa sen Il — pa sen ll. 


Sustituyondo aquí pp = e? cha, pp = He cha en 
la expresión (8,8) para el seno del ángulo de paralelismo 
sen Ji = 1'ch a, obtenemos que 


1 
cha 


Esshesenp= cha(e—e”) sh b 


y de aquí, la relación métrica, que expresa en la geometría 
de Lobachevski el cateto del triángulo rectángulo a través 
de la hípotenusa y el ángulo opuesto: 


sh h = sh c sen $. 


Finalmente, escríbamos la ley de la conservación del 
impulso en su proyección a la dirección BC: 


Ej sh ecos $ = pg cos Jl — pp cos Jl = 
= (Pa + pa) cos 1. 
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Señalemos que pr +ps = En + Ep = Ej = Enche, 
y cos 11 - tha. por eso, la ley de la conservación de esta 
proyección del impulso adquiere el aspeclo 


shecosp <choclha 


Dividiendo ambas partes de esta igualdad entre ch c, obten- 
dremos la relación quo expresa el cateto del triángulo rectán- 
gulo a tinvós de la hipotenusa y el ángulo adyacente en la 
geomotría de Lobachevski: 


La = Ue cos fo 


Así, las formulas de la Lrigonometría de Lobachovski se 
nos presentan como un corolario de las leyes de la con- 
servación de Ja energía y del impulso cn la descomposición 
del mesón a en dos fotonos. Y se siento la mano del destino 
en el hecho de que esta partícula elemental y el ángulo de 
paralelismo fueron denotados por Lobachevski con una mis- 
ma letra del alfabeto griego (1. minúscula y 11. mayúscula). 

Ahora podríamos obtener todas las demás formulas de la 
trigonometría de Lobachevski, los looremas de los cosenos 
y de los senos. igual que Los obtuvimos en ol capítulo 4. Poro 
ho nos repeliromos, nuestro relato llega su fin. Tenemos es- 
peranza de que convencimos al lector de lo geométrico do la 
Úsica y del carácter físico de la geometría. La teoría espe- 
cial «o la relatividad se nos presentó como una ciencia geo- 
métrica, siendo, en este sentido, parecida a la teoría goneral 
de la relatividad de Eimstein. a la teoría de la gravitación, 
la cual no sin base leva otro nombre más, la geometrodiná. 
mica. Esperamos también que el lector haya adquirido 
ciorta experiencia, suficiente para utilizar libremonte la 
geometría dol espacio relativista de velocidades y pueda 
calcular diferentes roacciones con la participación de partí- 
culas relativistas, utilizando solamente tales conceptos como 
su energía, sus impulsos, las distancias y los ángulos en el 
espacio de velocidades. Si esto es así en efecto, consideraro- 
mos que nuestra tarea ha sido lograda. 
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Apéndice 
TRANSFORMACIONES DE LORENTZ 


lomos dado a conocer al lector el mótodo geométrico de 
la teoría especial de la relatividad. El método analítico vec- 
torial de coordenadas es más tradicional. La relación entro 
ellos es aproximadamente la misma que entro Jos mólodos 
«puramente geométrico» y el vectorial en la geomolría co- 
máún: éstos son dos lenguajes distintos de una teoría y en 
principio son equivalentos, pero para situaciones concretas 
uno de ellos puede resultar más cómodo, por eso es útil 
conocer los dos. 

Prácticamente en todos los libros de la teoría de la rola- 
tividad os usual el método «analítico», de modo que hablar 
en detalle acerca de él aquí no tiene sentido, y haremos sólo 
un primer paso: utilizando la geometría del espacio de velo- 
cidados deduciromos las fórmulas, según Jas cuales se trans- 
forman las magnitudes físicas fundamentales al pasar a uu 
nuevo sistema de reforencia. 


"TRANSFORMACIÓN DE LA ENERGÍA. 
Y DEL IMPULSO 


Supongamos que conocomos la energía £ y ol impulso p 
de una partícula A de masa m en un cierto sistema de refe- 
rencia O. Veamos un segundo sistema de referencia O”, 
que se mueve con respecto al primero con velocidad cons. 
tanto v=thb. En este muevo sistema la enorgía y ol 
impulso de la partícula A tondrán otros valores £' y p'. 
Tratemos de explicar como están relacionados Jos nuevos 
valores con las magniludes E y p, medidos en el sistema 
ovigina) «viejo» de referencia O. 

Voamos en el espacio de velocidades el triángulo 00'A, 
cuyos vértices representan las velocidades de los sistemas 
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FIG. Af 1 v 0 


de referencia O y O* y de la partícula A. Supongamos que a 
y a' son las longitudos 7* de sus lados OA y OA; entonces 
las magnitudes do la onergía y del impulso de la partícula 
en nuestros dos sistemas sc expresan a través de a y a” según 
las fórmulas (véase capítulo 6): 


mecha,  p=msha 
mecha, po =mshda. 


E 


Do aquí se ve que el nuevo valor de la energía se puedo obte- 
ner mediante el teorema 7” de los cosenos (para el lado O'4 
del triángulo 00'A) 


cha = cha ch bd shashbcosa, 


ilonde ez es cl ángulo externo del Lrióngulo en el vórtico O >) 
(fig. A-1), de dendo, alespués dle multiplicar por m, oble- 
nomos: 


E=mcia ch bp cos a sh b. 


Advirtamos que la magnitud p cos o es la proyección en ol 
sistema de referencia O del vector del impulso de la partí- 
cula A en la dirección contraria a la dirección del movimiento 
dol sistema O (ya que % os el ángulo entre los veclores 
varo Y Bajo: véase figs. A.L y A.2). Gon otras palabras, 
osta magnitud es igual a la coordenada pj del vector p 
en el sistema de coordenadas rectangular Op,pg, ligado con 
el sistema do referencia O, en el cual el oje Op, está dirigido 
en contra del vector toga (fig. A.2). Ast pues, 


E =EHb+4pshbd. 0) 


1) Aquí tomamos el ángulo externo y nu ol intorno del tri- 
ómgalo, pasa que mas adelanto on la fórmula (1) obtongamos el signo 
más y no el menos. Desdo luego, esto es cuestión de gustos. 
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Para describir la transformación del voctor del impulso, 
trazaremos en el sistema de referencia O* los ejes de coorde- 
nadas O'pí y O po, paralelos a los ejes Op, y Op, respectiva- 
mente, o sea, ol eje Op, está dirigido a lo largo del vector 
de velocidad rojos, y O'p; es perpendicular a este vector. 
Entonces, las coordenadas del vector p', en oste sistema, son 
iguales a py =p cos. po po senal, donde al es el 
ángulo eutre los vectores p' 10 Cayo) Y Fojor . Como esto 
ángulo es igual al ángulo del vértice O” del triángulo 00'A 
en el espacio de velocidades, según ol tvorema de los cosonos 
para ol lado OA de este triángulo obtenemos: 


meha-- mea chb— mosh a sh b cosa” 


El Ub— pishod, 
y de aquí pishh- ElUHb—£. 
Sustituimos en el segundo miembro la expresión (1) para E”: 
Pishib WE ch D py sh by E 
Bic d—=1) 4 pyehbshh 
(Eshd ol py cho 2) she de 


Por lo tanto, pj + Eshb4 py chbd. (2) 
Queda por hallar el nuevo valor de la componente del im- 
pulso, perpendicular a la dirección del movimiento rola- 
tivo de los sistemas. Según el teorema 7” de los senos 


sh a/sen a! = sh a'/sen a, 


de aquí 
Pp Usen al =msh al senal — 
=msh a son a = p sen a == py. (3) 
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Juntemos tas relaciones (1), (2), 
E <Echb pisto, 
Py Eshb | pyehó, 1) 
Dx 7 Pe 


Esta os la famosa transformación de Lorentz (para la ener- 
gía y el impulso). En la siguiente sección la estudiaromos con 
más detalle, por ahora señalemos que la componento del 
impulso. perpendicular a la dirección del movimiento rola 
tivo de los sistemas la transformación de 
Lorentz; la otra compol udinal», se erovnelve», 
por así decirlo, con la os sulicionte analizar 
la transformación. dofinid. neras dos líneas de (4): 


oute, «la Lon 
rgóa, Por e 
la por las pr 


El Echb+pyshb, 
o Esib*pcho 


5) 


En el plano (E, pm). 


GEOMETRIA 

DE LA TRANSFORMACIÓN DE LORENTZ. 
GIRO HIPERBÓLICO 

Y FUNCIONES WIPERBOLICAS 


Para comprender mejor como está coustruida la Lrans- 
formación de Lorentz, la analizaremos junto con el giro 
común del plano. Deduciremos primero las fórmulas de trans 
formación de las coordenadas de wn punto al girar tos ejes 

Supongamos que en el sistema de coordenadas rectin- 
gular Oxy ol punto A Lieno las coordenadas (7, y). Giremos 
los ejes dle coordenadas alrededor del origen O en un ángulo $ 
y hallemos las coordenadas del punto A en el nuevo sisto- 
ima Or'y' (tig. A-3). La abscisa 2" es igual a la proyocción 


del vector OA sobre el eje Ox', o sea, al producto escalar 
do este vector por el vector unitario e; del oje Ox”. Es claro 
que las coordenadas del vector ez (en el sistema Oxy) son 
iguales (cos f: sen f) por eso, 


zcosfp+ysen fi 


Aly 


” 


uma 
FIG. AS 
Análogamente (véase fix. A.3). las coordenadas e on igualos 


za 
(—sen fi cos $) e y =02e, 
A 


asen Ay cop. 


Y acospy 


Y - —asen PB 1 yeosp 
Como vemos, exteriormente las formulas del giro son 


10) 


muy parecid, las [órmulas de la transformación de Lo- 
rentz, sólo que en unas entran las funciones Irigonométricas 
y eu otras las hiperbólicas. Pero tras el parecido externo so 
esconde un contenido geométrico más profudo. Para expli 
carlo veamos Jas fórmulas (5) y (6) desde otro punto de vista 
Hasta ahora considerábamos que, digamos, en las fórmulas 
(6) (13 y) y (é; y”) oran las coordenadas do un mismo punto, 
poro respecto de diferentes ejes; ahora consideraremos que 
lenemos na sistema de coordenadas y dos puntos, y analiz 
remos (6) como las fórmulas que describen la translormación 
del plano, en el que el punto (23 4) se transforma en (2%; y”). 
Entonces, la transformación determinada por estas fórmu- 
las es ol giro del plano 1276 alrededor del origen de coorde- 
nadas en un ángulo —B. En efecto, es evidente que (véase 
fig. A.) las coordenadas (2%; y”) del punto A = AB (4) 
en el sistoma Ozy coinciden con las coordenadas del punto 4 
en el sistema Ox y”, obtenido de Ory mediante el giro de los 
ejes on un ángulo fi, y se expresan por las fórmulas (6) 

Pero ¿qué representan, desde este punto de vista, las 
transformaciones de Lorentz? Escribamos de nuevo las fór- 
mulas (5), sustituyendo las notaciones de las coordenadas E 
Y pr por unas más usuales ze y: 


X=echh yshd, 
y eshb bychd 
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(7) 


FIG. A.5 


Hagamos la diferoncia y la suma de estas ecuaciones consido- 
rando que cli h = (e + e7)/2, sh b = (0 —e*)/2: 


a —y=w(chb—shb) | y (sh b—ch b)= 


+y=xe(dhb+shb) o yishh + ch d)- 
= (e +y. 


De aquí se ve que es cómodo estudiar la transformación uti- 
lizando el sistema de coordenadas OXY, de cuyos ejes sirven 
las biscctrices de los ángulos coordenadas del sistema Ox 
(tig. A.5), ya quo sogún las fórmulas (6) (con e) 
el punto con coordenadas (2; y), respecto de Or; 
en el sistema OXY, las coordenadas 


> 


AD 
tendrá, 


E 


(+ y). 


Por lo tanto, con nuestra transformación, el punto A (X: Y) 
pasa al punto A' (X'; Y”), donde 
X' =eX, Y =éY. 

Geomélricamente estas igualdades significan que el plano 
se alarga por uno de los ejes OX y UY (enando h> 0, por 
el eje OY) en e? veces y en Llantas vecos so acorta por el otro 
eje. Aquí el producto de las coordenadas NY permanece 
constante (X "Y" =eXeY = XY), o son, los puntos del 
plano es como sí se desplazaran por los lipárbolas XY = 
const. Por eso, muestra transformación se Hama g0n 
hiperbólico; lo denotaremos con £”. Se dice que la magatud 
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XY, o en las coordenadas originales 2 — y? 2XY, es un 
invartante del giro hiperbólico. En el caso de la translorma- 
ción de Lorentz de la energía-impniso este invartante nos 
os bien conocido: Li — p? = m?, o sea, el cuadrado de Ja 
masa en reposo «de una partícula con energía E e 1mpulso pa 
y la masa en reposo es igual en todos los sistemas de rele. 
rencia. Un iuvariante análogo lo tioune el giro común del 
plano, esto cs, el cuadrado de la distancia del punto al 
centro del giro; on coordenadas esto es 2% ¡ y? (si el centro 
del givo coincide com el origen de coordenadas). Podemos 
decir que en un giro común, los puntos del plano eresbalan» 
por la ciccunferencia «2 + y? => const. 

Existe también otro invariante del giro fiperbólico. 
Este se caracteriza por un par de vectores y es análogo al 
producto escalar de Jos vectores en la geometría común. 
Es fácil hallar su aspecto, si en la fórmula que expresa el 
producto escalar aya, de los voctoros «y (713 11) y Oo (Tai Ya) 
1 través del cuadrado de las longitudos de estos vectores 
y de su suma 


aja== (la + a? [a11?— az 13, 


sustituimos en tugor do Jos cuadrados comunes do las longi- 
tndos los «hiperbólicos» (por ejemplo, en lugar de | a, |! 
== 25 + yj Lomamos xi — yj. otc.). Como resultado de osta 


sustitución obtenemos la 'magmitud 


1 


(41, 4) 2? 


q + Y (1 + 
A) A] = 22 — la 


quo no varía en los giros hipeshólicos, ya que las expresio- 
nes (A +2) — (Y A ya, al — yis dl — y son invarian- 
tos. Esta magnitud es denominada producto seudnescalar de 
los vectores a, y ay. Explicaremos su sentido físico y goo- 
métrico. 

Supongamos que A y £ son dos partículas con masas 
Ma Y My que tienen en ol sistema de referoncia O. las ener- 
gías E a y É y y los impulsos pa y p y. Por sencillez analizaro- 
mos el caso unidimensional, o más exactamente, supongamos 
que en el sistema O las partículas A y [3 se mueven en una 
misma dirección (respecto al caso general y el proble- 
ma 4). Calenlemos el producto seudoescalar de los voctores 
(Ear pa) y (En py), considerando naturales las veloci- 
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dades Vajo - Ha y Eajo — Uh bd: 
EJE p—papu= Machamychd— 
ch (a — D). 


— ma Sh am y sde DM 40 


Pero Ja —b| e cs la distancia entre los puntos A y B 
en el ospacio de velocidados (ya que estos puntos están en una 
recta junto con el punto 0), por lo Llanto, 


Ba 


dondo the eya Una fórmula análoga es válida también 
en el caso general (no unidimensional), véaso el problema 4. 
En su segundo miembro Lenemos una expresión que no de- 
peude del sistema de referencia, así pues, hemos obtenido 
una confirmación más de que el primer miembro, o sea, el 
producto soudoescalur de los vectores (Lai pa) y (En Pod. 
es un invarianto 

¿Cómo obtenor una fórmula parecida, a partir de ruzona- 
mientos puramente geométricos? Recordemos que el paso del 
sistema de reposo de la partícula A al sistema de reposo de la 
partícula fl corresponde a la transformación de Lorentz o al 
giro hiperbólico con parámetro e + 148 ||. Tomemos ahora 
dos vectores arbitrarios A, (215 Ys) Y 42 (Lo 1). En el piro 
híperbólico ££ el vector a, se Lranslorma en un crorto vector 
az con coordenadas (2/3 y), que pueden sor calenladas usan- 
do Ja fórmula (7). Guando el parámetro e varía de --o0 4 00, 
el punto (25; 4,) recorre la hipérbola (más oxactamento, 
una de sus ramas), por eso, para un cierto c el vector a, 
sorá proporcional aa,:a, ka osen, (4, 47)  k (4,4) 
(explíquese esto), Pero 


y — Paba 7 MAMy Cho, 


ta, a) at che. she) 

— My (a she y che) (5 — 45) ches 
y ovidontomente, A? (o — YA — Y) A 0) 
(el — 1). Por lo tanto, 


(a a) Y in V i—yehe 
(desde lnego, con Ja condición |, 13> 1 1, 1213 11h 
en otros casos es necesario en algmnas partes de esta Sórmula 
cambiar Jos signos). Para nosotros ahora es imporlanle que 
esta última fórmula vs parecida a la definición del producto 
escalar habitual de los vectores: 


ayas > La, lola, | cos y 
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«ondo y es el ángulo entre los vectores a, y az. En particular, 
aquí vemos que el parámetro del gixo hiperbólico os análogo 
al ángulo del giro común. 

Veamos otra manifestación sorprendente de esta ana 
logía. 

El ángulo $ $ < Zu puede ser 
intorpretado como el área doble del sector circular AOA”, 
donde 4 os qu punto arbitrario de la circunferencia vuitaria 
ao 1 Al — RO (A) (fig. A). Es notable que una 
alirmación al es válida también para el giro híper- 
bólico L?: su parámotro b (cuando hb > 0) es igual al área 
doble del sector hiperbólico 404”, donde 4 es un punto 
arbitrario do la hipórbola «mitaria» a? — y? += 1 (6 XY = 
= 1/2), A' E" (4). Para la demostración señalemos que 
el área del sector AA” esigual ul área del trapecio curvili- 
noo PPAA”, situado bajo el arco de la hipérbola 44" 
(fig. A.7), ya quo cada una do estas figuras se obtieno del 


parres 


— 


FIG. A. FIG. A7 

cuadrilátero eurvilíneo OPAA” mediante el corte de uno 
de los dos | triángulos equivalentes OPA o OPA (Sopa = 
=XY12= XY'2= Soya donde (X; Y) y (X% Y) 
ACTO cobalonadad aa los puntos A y 4"). Hallamos el 
área del trapecio curvilíneo integrando la función Y = 
=1/2X, que determina nuestra hipérbola: 


rd di 
d 
Sune= | E 


E 
- ij =3 me E 
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(recordemos que X” =.ePX). Así, b= 28 40,1. Del mismo 
modo se demuestra que cuando b<0 el árca del sector 
AOA' es igual a —b/2, pero el punto Á so desplaza por la 
hipérbola hacia el otro lado. De aquí es fácil deducir la 
relación *) 

Lira JA o La, 


análoga a Ja regla de composición de los giros comunes: 
Pbiss — Rio Rio, 


Y del mismo modo que pura la regla do composición de 
los giros y de la escritura dol giro en coordenadas (6), se 
deducen las fórmulas de adición para las funciones trigo- 
nométricas, de la rogla de composición de los giros hiper- 
bólicos y do su representación en coordenadas (7) se puedo 
deducir la fóemulo de adición para las funciones hiperbólicas 
escribimos al wicio del capítulo 5) ?) Señalemos tam- 
bién que so puede dar una definición de las funciones hipor- 
bólicas, que repite casi literalmente la defivición de las 
Tuncioues trigonométricas. En efecto, por definición, cos P 
y sen P son las coordonadas del punto en el que so transforma 
el punto 4 (L: 0) durante el giro AP. Análogamente, ch b 
y sh b son Jas coordonadas (en el sistema Oxy) dol punto on 
el que se transforma ol punto «1 (4; 0) durante el giro hiper- 
hólico 1? (esto se deduce directamente de la fórmula (7), 
on las que es necesario poner: = 1, y — 0; vénso la Sig. AS). 

Esperamos que hayamos podido esclarecer, por qué las 
Tuncionos hiperbólicas tionen Lanlo on común con las Lrigo- 
nométricas y enal es su relación con Ja hipórbola. 

Nosotros incluso hemos tratado de hacer un poco más, 
o sea, de dar a conocer al lector otra, la tercera en nuestro 
libro, geometiía no euclidiana, la Mamada geometría de 
Minkowskt. Podemos decir que ésla es la geometría en la 
que se transforma la ouclidiana, si sustituimos el pro- 
dneto escalar en ella por uno scuduescalar, Con esta susti- 
tución, muchos conceptos. teoremas y hasta sus demostra- 
ciones se conservan, pero adquieren otro sentido. Así, el 
giro común se transforma en uno hiperbólico, las funciones 
(rigonométricas, en Iiperbólicas, ele. El «campo de acción» 
de la geometría de Minkowski es la teoría de la rolatividad 


1) Vea=» tambien 
3) Vésse tambico 


proble 
problel 


2 al fmal del Apéndice. 
1 3 al final del Apóndico 


FIG, AS 


es ol espacio de las «onorgías-impulsos», y también el ospa- 
ero-tienspo real. Sobre esto hablaremos un poco en Ja siguiente 
socción. 


ESPACIO-TIEMPO 


En esta sección esclareceremos como so transforman las 
coordenadas de espacio-tiempo de um suceso, al pasar de un 
istemo inercial de referencia a otro. Para 0so, veamos el 
siguiente experimento mental sencillo. 

Un impulso de láser corto, que consta de V oscilacionos 
completas se observa en dos sistemas de referencia: el sigto- 
ma de laboratorio O y el sistema móvil O”, que se mueve 
con velocidad y = Lh bh respecto del sistema de Jahoralorio 
enla dirección negativa de su eje Oz. Consideraremos que en 
el momento del tiempo nulo en ambos sistemas sus orígenes 
de coordenadas coinciden y que el eje 0/4 del sistema móvil 
es paralelo a Ox. Finalmente supongamos que el impulso se 
propaga en la dirección positiva del eje Oz (on el sistema O), 
y por lo tanto, del eje Oz" también (en el sistema 0”) y que 
la primora «joroba» de la ouda en el momento nulo del Liem- 
po pasa a través del origen de coordenadas (en ambos siste- 
mas). 

Observemos ahora la última «joroba» de la onda. Es cla- 
ro, que para el observador del sistema de laboratorio en el 
momento t ésta tendrá la coordenada 7 =- ct — NA, donde 
% es la longitud de onda, y c, desde luego, la velocidad de su 
propagación, o sea, la velocidad de la luz (tig. A.9). Así 
pues, el número total de oscilaciones 


N (ct — x)óh. 
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FIG, A.9 


Señalemos, que en los capítulos anteriores analizábamos 
fundamentalmente Ja luz desde cl punto de vista corpusenlar, 
o sea, como un haz de fotones, de partículas con masa ón re- 
poso nula, que poseen una determinada energía e impulso. 
En este aspecto Ja luz se nos presenta cn tales fenómenos 
como el folocfecto o la dispersión do Compton. Ahora que 
nos interesa la propagación de la luz en el espacio y en el 
tiempo salen al primer plano sus características ondulalo- 
rias, o sea, la longitud de onda 2 y la frecuencia y = c/d. 
Como ya sabemos, la frecuencia de la luz está ligada con la 
energía de los fotones E por la fórmula de Planek E == hv/e? 
Al pasar a un nuevo sistema de referoncia la energía (y el 
impulso) del fotón varían, y junto con ellos varían sus pro- 
piedades ondulatorias 2 y v. La ley de variación [ue deducida 
en el capítulo 7 al estudiar el efecto Doppler (véase también 
el capítulo S): sí el sistema móvil se mueve respecto del 
sistoma de laboratorio con velocidad + - Ub al roismo 
lado que el fotón, la energía del fotón, y por lo tanto. la 
Frecuencia de la onda en el sistema móvil sorá e" veces 3no- 
nor que en el de lahorato 


13 


si ol movimiento ocurre en la dire 
misma velocidad), entonces 


1” contraria (con la 


E PE Y -ev 


Fscríbamos de nuevo lu oxpresión para el número de 
oscilaciones en el impulso de láser a bravés de la frocuenció: 


N=-=(el-x) 


Es evidente. que este número será igual para ambos observa 


dores, o sea, 


N= (er —2), 


B 
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donde ww esta Sreenencia de la onda en el sistema móvid 
(on el sistoma O las direcciones del movimiento de la onda 
y del sistema O” son contrarias), y £' y 2' son las coordenadas 
temporal y espacial de la última «joroba» de la onda en el 
sistema 0”. Comparando las dos exprosiones para Y obtene- 
mos que 


da met la). 


Esta fórmula es válida para cualquier valor de £ y de x tales 
que < el, ya que on la agualdad «cl — Nh la magnitud 
Vñ puede tomar cualquier valor no negativo, 

Analizando un impulso de láser análogo que se propaga 
en la dirección negativa del eje Ox, obtenemos la igualdad 


N 


y y .. y 
Y (04 0) =E (01 4-2) 


donde v : ev (fahora la dirección del movimiento del 


sistema O” y del impulso coinciden). Por lo tanto, (cuando 
2>—e), 


el 


e tel4 3). 


Escribamos juntas las relaciones obtenidas. 


et —a me? (et —a), 

2). 

Tdentificamos en ellas Jas fórmulas del giro hiperbólico, las 
transformaciones de Lorentz. de la sección anterior (en 
coordenadas OXY, donde X =ct—2, Y = et + 2). Para 
pasar a las coordenadas (L, 7) (que correspouden al sistema 
de coordenadas Ory de la sección anterior), Lomemos la 
semisuma y la semirresta de estas dos cenacionos: 


Usa e tel 


1=clchb+z8hb, 


=etshb+zelhb. 


Así, al pasar al nuovo sistema inercial de roferencia las 
coordenadas temporal y espacial de cualquier suceso varían 
sogún la misma ley de Lranstormación de Lorentz, como la 
encrgía y el impulso de una partícula (más exactamente, 
como la componente del vector del impulso paralela a la 
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velocidad relativa de los dos sistemas do referencia). Regre- 
sando al sistema de unidades en el que c = 1, que es usual 
casi en todas partes de nuestro libro, obtenemos la fórmula 
final *): 


Y =tchb4xshb, 
Y - tshb+zchb, 


(Señalemos que homos analizado sólo una coordenada espacial 
del sucoso; las otras coordenadas que corresponden a los 
ejes perpendiculares a Oz no variarán, igual que en ol caso 
de Ja transformación de la onergía-impulso.) Como sabemos 
Ja diferencia de Jos cuadrados de las coordenadas, £— 2%, 
en la trausformación de Lorentz no varía. Viste invariante 
relativista se lama cintervalo». 

Para concluir vorifiquemos que las fórmulas obtenidas 
por nosotros de la transformación de las coordenadas espacio- 
tiempo, conducen a la loy de composición de velocidades ya 
conocida para el caso del movimiento unidimensional. 
Supongamos que w y u' son las velocidades de una cierta 
partícula en los sistemas de referencia de laboratorio y mó- 
vil. Entonces, por definición 


uo Ar, ul + ALÍNO, 


El iucremento de la coordenada y del tiempo en los dos 
sistemas dde referencia cumplen las mismas transformaciones 
de Lorentz 


Af << Atehb-+ Azrshd, 
Ar Alshb ¡ Arch b. 


Dividiendo ahora Az” entre Af obtenemos la bien conocida 
fórmulas 


6) 


NP Y Archd 
v= ir a Arshó 
Az q 
ahy pe A 
ohh LE 5 EE ES que 


1) Mablando en rigor, hemos deducido lus fórmulas (S) sólo 
para el caso | 2 |< et, pero no es difícil demostrar que pueden ser 
extendidas a Lodos los valores de las coordenadas. 
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Esto confirma una vez más. que las coordenadas espaciales 
y temporales de cualquier suceso, en diferentes sistemas 
inerciales de referencia están ligadas unas con otras medianto 
la Lransfoemación de Lorentz. El tiempo y las coordenadas 
ho existen por sí mismos, están nudos en un único (cuadri- 
dimensional) espacio-tiempo, Esto nos leva a tales coneln- 
siones como Ja redueción de las longitudes y la variación de 
la marcha de los relojes para los observadores, que se mue- 
ven con gran velocidad uno respocto del otro. A la doscrip- 
ción de éstos y otros fenómenos espacio tiempo en la teoría 
de la relatividad están dedicados muchos libros de vulga- 
rización excelentes, a los que recomendamos acudir al lector. 
Nosotros pondremos el punto final en aquella parte, desde 
la que por lo general os usual comenzar la exposición do Ja 
teoría de la rolatividad de A. Finste 


VROBLEMAS 


1, Maliar Los Fóemulas de la transformación inversa de Lorentz, 
resolviendo Ja ocuación (7) respecto de 7 o y. Demuestreso quo Ja Eran: 
esa a LO, os L-b, 
reso que [Uta po pda 

41) Mmediaute un cálculo directo; 

b) barándose on el sentado físico de 
ción Lb 1th bes la velocidad relativa), 

<) utilizando la representación del giro hiperbólico como ma 
compowición ile la extensión y compresión del plano en dor direcciones 
perpendiculares. 

3) Supongiumos que al girar RÚ: el punto A (x; y) so translorma 
en Al (é; y, ul girar Ro el punto A? pasa a A? (2% y). liscribir las 
coordenadas (2% y) y (2%, y“). Escribir cvordonadas do (2"; y”) 
utalizando el hecho de que A = RH (A), Obtouor de aquí la fór- 
mola de adición do las funciones trigonométricas. Deducir de un modo 
semejante las fórmulas de adición para las funciones hiperbólicas, 

4. Supongamos que A y K son dos particulas cón masas a Y mp 
Demostrar que la magnitud £A£ y - pap (el producto de las encr- 
gíus do las partículas menos el producto escalar de los vectores del 
impulso) es igual a mm y ch e, donde th e — 1411; y no depondo del 
sistema de referencia; u sea, es un invariante relativista 

5, Utilizando la transformación de Lorentz, lemuéstrese que de 
Ja ley de la conservación del impulso total, en dos sistemas de referon- 
cia que se mueven uno respecto de otro, resulta tambión la ley de la 
conservación do la energía en estos sisleinas. 


parámeti dde La transforma= 


